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 הגדרה

 קבוצה. 𝑋חבורה,  𝐺תהי 

𝐺 –הומומורפיזם מ היא  𝑋על  𝐺פעולה של (: 1הגדרה ) → 𝑆𝑋. 

:𝜓היא פונקציה  𝑋על  𝐺פעולה של (: 2הגדרה ) 𝐺 × 𝑋 → 𝑋:כך שמתקיים , 

𝜓(1, 𝑥) = 𝑥 

𝜓(𝑔, 𝜓(ℎ, 𝑥)) = 𝜓(𝑔ℎ, 𝑥) 

𝑔נקצר ונכתוב אם         ⋅ 𝑥  במקום𝜓(𝑔, 𝑥) :נקבל 

1 ⋅ 𝑥 = 𝑥 

𝑔 ⋅ (ℎ ⋅ 𝑥) = (𝑔 ⋅ ℎ) ⋅ 𝑥      

:𝜓משום שאם נתונה פעולה  ההגדרות שקולות 𝐺 × 𝑋 → 𝑋  אפשר להגדיר𝜑: 𝐺 → 𝑆𝑋   :לפי 

. , ולהיפך (𝜑(𝑔))(𝑥) = 𝜓(𝑔, 𝑥) 

 דוגמאות

1. 𝑆𝑛  1}פועלת על, ⋯ , 𝑛} 

𝐷𝑛 ≤ 𝑆𝑛  1}פועלת על, ⋯ , 𝑛} 

 באותו אופן. 𝑋פועלת על  𝐺, כל תת חבורה של 𝑋פועלת על  𝐺אם  .2

3. 𝐺𝐿𝑛(𝐹)  פועלת על𝐹𝑛 ועל ,𝐹𝑛 − {0}. 

 יותר מסובכותפעולות 

𝐷𝑛  פועלת על הקודקודים של מצולע בן𝑛 .צלעות 

, החלוקות של , האלכסונים, האלכסונים המכווניםפועלת גם על קבוצת הצלעות 𝐷𝑛לכן, 

 הקודקודים לשלות זרות.

 הגדרה

 .𝑋חבורה הפועלת על קבוצה  𝐺תהי 

𝑥של  המסלול ∈ 𝑋: 

𝑜𝑟𝑏𝐺(𝑥) = 𝐺 ⋅ 𝑥 = {𝑦|∃𝑔 ∈ 𝐺: 𝑦 = 𝑔 ⋅ 𝑥} 

𝑥של  המייצב איברים הם שקולים אם הם באותו מסלול. ∈ 𝑋: 

𝐺𝑥 = 𝑠𝑡𝑎𝑏𝐺(𝑥) = {𝑔 ∈ 𝐺|𝑔 ⋅ 𝑥 = 𝑥} ≤ 𝐺 

 למה

 .𝑋חבורה הפועלת על  𝐺תהי 

𝑥לכל  ∈ 𝑋 ,|𝐺 ⋅ 𝑥| = [𝐺: 𝐺𝑥]. 
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 הוכחה

𝐺
𝐺𝑥

⁄ = {ℎ ⋅ 𝐺𝑥|ℎ ∈ 𝐺}  –  הקוסטים.מרחב 

𝐺נוכיח 
𝐺𝑥

⁄ ≅ 𝐺 ⋅ 𝑥 )איזומורפיזם של קבוצות(. 

 אפשר להגדיר פונקציה:אכן, 

𝐺
𝐺𝑥

⁄ → 𝐺 ⋅ 𝑥 

ℎ𝐺𝑥   ↦ ℎ ⋅ 𝑥 

 ערכי ועל. חד – זה מוגדר היטב, חד

ℎ′ ∈ ℎ ⋅ 𝐺𝑥 

ℎ′𝐺𝑥 = ℎ𝐺𝑥 

□ 

 מסקנה

 הגודל של מסלול תמיד מחלק את סדר החבורה.

 הגדרה

𝐺( אם ההומומורפיזם 𝐹𝑎𝑖𝑡ℎ𝑓𝑢𝑙היא פעולה נאמנה ) 𝑋על  𝐺הפעולה של  → 𝑆𝑋 .הוא שיכון 

𝐾במילים אחרות, אם  = ker(𝐺 → 𝑆𝑥) = {1} 

 הערה

𝐾 -ו  𝑋חבורה הפועלת על  𝐺ם א = ker(𝐺 → 𝑆𝑥)  אז גם𝐺
𝐾⁄  פועלת על𝑋 .ופעולה זו נאמנה 

 משפט קיילי 

 .𝑛לאיזשהו  𝑆𝑛תת חבורה של איזומורפית ל היאכל חבורה סופית 

 הוכחה

𝐺 על ידי כפל משמאל פועלת על עצמה. 

𝜑: 𝐺 → 𝑆|𝐺|, 𝑥 ↦ 𝑔𝑥 

 .וזו פעולה נאמנה

□ 
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 מפורשתהוכחה 

 סופית. 𝐺נתונה 

𝐺 נגדיר הומומורפיזם → 𝑆𝐺 .לכל  ונוכיח שהוא חד חד ערכי𝑔 :נגדיר 

𝑙𝑔: 𝑋 → 𝑋, 𝑙𝑔(𝑥) = 𝑔𝑥 

 מתקיים:

(𝑙𝑔 ∘ 𝑙ℎ)(𝑥) = 𝑔(ℎ(𝑥)) = (𝑔ℎ)𝑥 = 𝑙𝑔ℎ(𝑥) 

 כעת,

𝑙1 = 1 

 ולכן,

𝑙𝑔 ∘ 𝑙𝑔−1 = 𝑙𝑔−1 ∘ 𝑙𝑔 = 𝑙1 

𝑙𝑔 בפרט, ∈ 𝑆𝑔 

 ובנוסף הפונקציה:

𝐺 → 𝑆𝑔, 𝐿(𝑔) = 𝑙𝑔 

𝐿(𝑔)היא הומומורפיזם. נניח  =  אזי 1

𝑔 = 𝑔 ⋅ 1 = (𝐿(𝑔))(1) = 1(1) = 1 

□ 

 הערה

𝐺 .פועלת על עצמה על ידי כפל משמאל 

𝐺 :פועלת על עצמה על ידי הצמדה 

𝑔 ↦ (𝛾𝑔∈𝑆𝐺
: 𝑥 ↦ 𝑔𝑥𝑔−1) 

 חישוב:

(𝛾𝑔 ∘ 𝛾ℎ)(𝑥) = 𝛾𝑔(𝛾ℎ(𝑥)) 

                        = 𝛾𝑔(ℎ𝑥ℎ−1) = 𝑔(ℎ𝑥ℎ−1)𝑔−1 

                        = (𝑔ℎ)𝑥(𝑔ℎ)−1 = 𝛾𝑔ℎ(𝑥) 

𝛾𝑔לכן  ∘ 𝛾𝑔−1 = 𝛾1 = 𝛾𝑔 –ומכאן ש  1 ∈ 𝑆𝐺 והפונקציה ,Γ: 𝑔 ↦ 𝛾𝑔 :היא הומומורפיזם 

Γ(𝑔ℎ) = 𝛾𝑔ℎ = 𝛾𝑔 ∘ 𝛾ℎ = Γ(𝑔) ∘ Γ(ℎ) 

[𝑥]חת פעולת ההצמדה הוא ת 𝑥המסלול של  = {𝑔𝑥𝑔−1|𝑔 ∈ 𝐺}; 

 :דה הואמתחת פעולת ההצ 𝑥המייצב של 

{𝑔 ∈ 𝐺|𝑔𝑥𝑔−1 = 𝑥} = 𝐶𝑔(𝑥) = {𝑔|𝑔𝑥 = 𝑥𝑔} 

|[𝑥]|. לכן, 𝐺 –ב  𝑥של  זמְרַכ  ה = [𝐺: 𝐶𝑔(𝑥)]. 
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 דוגמא

𝐺 .פועלת על אוסף תת החבורות על ידי הצמדה 

𝑔: 𝐻 ↦ 𝑔𝐻𝑔−1 

 תחת פעולת ההצמדה הוא: 𝐻המייצב של 

𝑁𝐺(𝐻) = {𝑔|𝑔𝐻𝑔−1 = 𝐻} 

 .𝐻המנרמל של 

 כמובן,

𝐻 ⊲ 𝑁𝐺(𝐻) 

 בפרט,

𝑁𝐺(𝐻) = 𝐺   ⟺    𝐻 ⊲ 𝐺 

:𝐺] -שווה ל  𝐻 –הצמודות ל  𝐺מספר תת החבורות של  לפי הלמה היסודית, 𝑁𝐺(𝐻)]. 


