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 תרגיל:

𝑥𝑢𝑥 + 𝑦𝑢𝑦 +
𝑧

2
𝑢𝑧 = 0 

𝑢(1, 𝑦, 𝑧) = 𝑦 + 𝑧2 

 א( מצא פתרון כללי.

 ב( מצא פתרון פרטי.

 פתרון:

𝑎 = 𝑥 , 𝑏 = 𝑦, 𝑐 =
𝑧

2
 , 𝑑 = 0 

  –מאחר והמשוואה הומוגנית, נוכל להגיד כי 

𝜑1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑐1 

 שיטת לגרנז':

𝑑𝑥

𝑥
=
𝑑𝑦

𝑦
=
𝑑𝑧
𝑧
2

 

 משוואות: 2נבחר 

𝑑𝑥

𝑥
=
𝑑𝑦

𝑦
⇒ ln 𝑥 = ln 𝑦 + 𝑐2̃ ⇒ 𝑐2̃ = ln (

𝑥

𝑦
) ⇒

𝑥

𝑦
= 𝑐2 = 𝜑2  

𝑑𝑥

𝑥
=
𝑑𝑧
𝑧
2

⇒ ln 𝑥 = 2 ln 𝑧 + 𝑐3̃ ⇒ ln (
𝑥

𝑧2
) = 𝑐3̃ ⇒

𝑥

𝑧2
= 𝑐3 = 𝜑3  

 פתרון כללי:א( 

𝐹(𝜑1, 𝜑2, 𝜑3) = 0 

 או בצורה יותר נוחה עבור המקרה שלנו:

𝐹(𝜑2, 𝜑3) = 𝜑1 

𝐹 (
𝑥

𝑦
,
𝑥

𝑧2
) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

 פתרון פרטי:ב( 

𝑦 + 𝑧2 = 𝑢(1, 𝑦, 𝑧) = 𝐹 (
1

𝑦
,
1

𝑧2
) 

𝑡1  נסמן: =
1

𝑦
 , 𝑡2 =

1

𝑧2
 –ואז  

𝐹(𝑡1, 𝑡2) =
1

𝑡1
+
1

𝑡2
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  –לכן 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹 (
𝑥

𝑦
,
𝑥

𝑧2
) =

𝑦

𝑥
+
𝑧2

𝑥
=
𝑦 + 𝑧2

𝑥
 

 לכן, הפתרון הפרטי הוא:

𝑢 =
𝑦 + 𝑧2

𝑥
 , 𝑥 ≠ 0 
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 משתנים/מימדים 𝑛עם  𝐼שיטת קווים אופיינים למד"ח קוואזי לינארית מסדר 

,𝑢(𝑥1לינארית עבור פונקציה  מד"ח קוואזי … , 𝑥𝑛) :היא מהצורה 

∑𝑎𝑖(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑢)𝑢𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑐(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑢)  

𝑛עבור המשוואה הנ"ל היא משטח על עם  תנאי התחלה − . נציג Γ –מימדים שנסמנו ב  1

 בצורה פרמטרית: Γאת 

{
𝑥0,𝑖 = 𝑥𝑖(0, 𝑠1, … , 𝑠𝑛−1) , 𝑖 = 1,… , 𝑛

𝑢0 = 𝑢(0, 𝑠1, … , 𝑠𝑛−1)
 

 החיתוך במקרה הנ"ל:תנאי 

𝐽|Γ =
𝜕(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)

𝜕(𝑡, 𝑠1, … , 𝑠𝑛−1)
=

|

|

𝜕𝑥0,1
𝜕𝑡

𝜕𝑥0,2
𝜕𝑡

⋯
𝜕𝑥0,𝑛
𝜕𝑡

𝜕𝑥0,1
𝜕𝑠1

𝜕𝑥0,2
𝜕𝑠1

⋯
𝜕𝑥0,𝑛
𝜕𝑠1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝜕𝑥0,1
𝜕𝑠𝑛−1

𝜕𝑥0,2
𝜕𝑠𝑛−1

⋯
𝜕𝑥0,𝑛
𝜕𝑠𝑛−1

|

|

=
|

|

𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛
𝜕𝑥0,1
𝜕𝑠1

𝜕𝑥0,2
𝜕𝑠1

⋯
𝜕𝑥0,𝑛
𝜕𝑠1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝜕𝑥0,1
𝜕𝑠𝑛−1

𝜕𝑥0,2
𝜕𝑠𝑛−1

⋯
𝜕𝑥0,𝑛
𝜕𝑠𝑛−1

|

|
≠ 0 

,𝑥1)אז באופן מקומי ניתן לחזור למשתנים  … , 𝑥𝑛). 

 

 תרגיל:

{
𝑥𝑢𝑥 + 𝑦𝑢𝑦 + 𝑧𝑢𝑧 = 4𝑢

𝑢(𝑥, 𝑦, 1) = 𝑥𝑦
 

 פתור בעזרת שיטת קווים אופיינים.

 פתרון:

 משוואות האופייניות:

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑥𝑡 = 𝑥 ⇒

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥 ⇒

𝑑𝑥

𝑥
= 1 𝑑𝑡 ⇒ ln(𝑥(𝑡, 𝑠1, 𝑠2)) = 𝑡 + 𝑓1̃(𝑠1, 𝑠2) ⇒ 𝑥(𝑡, 𝑠1, 𝑠2) = 𝑒

𝑡𝑓1(𝑠1, 𝑠2)

𝑦𝑡 = 𝑦 ⇒
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑦 ⇒

𝑑𝑦

𝑦
= 1 𝑑𝑡 ⇒ ln(𝑦(𝑡, 𝑠1, 𝑠2)) = 𝑡 + 𝑓2̃(𝑠1, 𝑠2) ⇒ 𝑦(𝑡, 𝑠1, 𝑠2) = 𝑒

𝑡𝑓2(𝑠1, 𝑠2)

𝑧𝑡 = 𝑧 ⇒
𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑧 ⇒

𝑑𝑧

𝑧
= 1 𝑑𝑡 ⇒ ln(𝑧(𝑡, 𝑠1, 𝑠2)) = 𝑡 + 𝑓3̃(𝑠1, 𝑠2) ⇒ 𝑧(𝑡, 𝑠1, 𝑠2) = 𝑒

𝑡𝑓3(𝑠1, 𝑠2)

𝑢𝑡 = 𝑢 ⇒
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 4𝑢 ⇒

𝑑𝑢

4𝑢
= 1 𝑑𝑡 ⇒ ln(𝑢(𝑡, 𝑠1, 𝑠2)) = 4𝑡 + 𝑓4̃(𝑠1, 𝑠2) ⇒ 𝑢(𝑡, 𝑠1, 𝑠2) = 𝑒

4𝑡𝑓4(𝑠1, 𝑠2)
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 :כעת, מתנאי ההתחלה

𝑥(0, 𝑠1, 𝑠2) = 𝑠1 

𝑦(0, 𝑠1, 𝑠2) = 𝑠2 

𝑧(0, 𝑠1, 𝑠2) = 1 

𝑢(0, 𝑠1, 𝑠2) = 𝑠1 ⋅ 𝑠2 

 לכן:

𝑠1 = 𝑥(0, 𝑠1, 𝑠2) = 𝑓1(𝑠1, 𝑠2) 

𝑠2 = 𝑦(0, 𝑠1, 𝑠2) = 𝑓2(𝑠1, 𝑠2) 

1 = 𝑧(0, 𝑠1, 𝑠2) = 𝑓3(𝑠1, 𝑠2) 

𝑠1 ⋅ 𝑠2 = 𝑢(0, 𝑠1, 𝑠2) = 𝑓4(𝑠1, 𝑠2) 

 ואז:

{
 

 
𝑥(𝑡, 𝑠1, 𝑠2) = 𝑒

𝑡 ⋅ 𝑠1
𝑦(𝑡, 𝑠1, 𝑠2) = 𝑒

𝑡 ⋅ 𝑠2
𝑧(𝑡, 𝑠1, 𝑠2) = 𝑒

𝑡

𝑢(𝑡, 𝑠1, 𝑠2) = 𝑒
4𝑡 ⋅ 𝑠1 ⋅ 𝑠2

 

 נבדוק יעקוביאן:

𝐽|Γ = |

𝑥𝑡
′(0, 𝑠1, 𝑠2) 𝑦𝑡

′(0, 𝑠1, 𝑠2) 𝑧𝑡
′(0, 𝑠1, 𝑠2)

𝑥𝑠1
′ (0, 𝑠1, 𝑠2) 𝑦𝑠1

′ (0, 𝑠1, 𝑠2) 𝑧𝑠1
′ (0, 𝑠1, 𝑠2)

𝑥𝑠2
′ (0, 𝑠1, 𝑠2) 𝑦𝑠2

′ (0, 𝑠1, 𝑠2) 𝑧𝑠2
′ (0, 𝑠1, 𝑠2)

|

= |

𝑥(0, 𝑠1, 𝑠2) 𝑦(0, 𝑠1, 𝑠2) 𝑧(0, 𝑠1, 𝑠2)

𝑥𝑠1
′ (0, 𝑠1, 𝑠2) 𝑦𝑠1

′ (0, 𝑠1, 𝑠2) 𝑧𝑠1
′ (0, 𝑠1, 𝑠2)

𝑥𝑠2
′ (0, 𝑠1, 𝑠2) 𝑦𝑠2

′ (0, 𝑠1, 𝑠2) 𝑧𝑠2
′ (0, 𝑠1, 𝑠2)

| = |
𝑠1 𝑠2 1
1 0 0
0 1 0

| = 1

≠ 0 

 :לכן, נוכל לחזור למשתנים הקודמים

0 ≠ 𝑧 = 𝑒𝑡 

𝑥 = 𝑧 ⋅ 𝑠1 ⇒ 𝑠1 =
𝑥

𝑧
 

𝑦 = 𝑧2 ⋅ 𝑠2 ⇒ 𝑠2 =
𝑦

𝑧
 

 ולכן:

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑒𝑡)4 ⋅ 𝑠1 ⋅ 𝑠2 = 𝑧
4 ⋅
𝑥 ⋅ 𝑦

𝑧2
= 𝑥𝑦𝑧2 

∎ 
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 שיטת הפסים האופיינים

 :בת"לנעלמים  𝑛 –ב  𝐼נתבונן במד"ח מסדר 

𝐹(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝑢, 𝑢𝑥1 , 𝑢𝑥2 , … , 𝑢𝑥𝑛) = 0 

 בעיית קושי מורכבת מהמשוואה נ"ל יחד עם תנאי התחלה למשוואה.

𝑛תנאי התחלה הוא משטח על  − . ניעזר בשיטת הפסים ℝ𝑛+1מימדי במרחב האוקלידי  1

 פתרון מקומי לבעיית קושי.האופיינים למצוא 

𝑢𝑥𝑖נסמן:  = 𝑃𝑖  ואז–  

𝐹(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝑢, 𝑃1, 𝑃2, … , 𝑃𝑛) = 0 

 בעיית מערכת הפסים האופיינים:

2𝑛 משוואות + 1

{
 
 
 

 
 
 

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

=
𝜕𝐹

𝜕𝑃𝑖

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=∑𝑃𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝑃𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑑𝑃𝑖
𝑑𝑡

= −
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
− 𝑃𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝑢

 

 התחלה מתאים.כדי לקבל פתרון יחיד, עלינו לספק תנאי 

 נסמן:

𝑃𝑖(0, 𝑠1, … , 𝑠𝑛−1) = 𝑃0,𝑖(𝑠1, … , 𝑠𝑛−1) 

,𝑃𝑖(𝑡עבור המשתנים  𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑛−1)  חייב להתקיים שהפונקציה𝑃0,𝑖(𝑠1, … , 𝑠𝑛−1)  מקיימת

 את תנאי הדיפרנציאל:

{
 
 

 
 𝜕𝑢0(𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑛−1)

𝜕𝑠𝑗
=∑𝑃0,𝑖

𝜕𝑥0,𝑖(𝑠1, … , 𝑠𝑛−1)

𝜕𝑠𝑗

𝑛

𝑖=1

, 𝑗 = 1, … , 𝑛 − 1

𝐹 (𝑥0,1(𝑠), 𝑥0,2(𝑠),… , 𝑥0,𝑛(𝑠), 𝑢0(𝑠), 𝑃0,1(𝑠), … . , 𝑃0,𝑛(𝑠)) = 0, 𝑠 = (𝑠1, … , 𝑠𝑛−1)

 

  –כאשר 

𝑥0,𝑖 = 𝑥𝑖(0, 𝑠1, … , 𝑠𝑛−1) 

𝑢0 = 𝑢(0, 𝑠1, … , 𝑠𝑛−1) 

𝑃0,𝑖 = 𝑃𝑖(0, 𝑠1, … , 𝑠𝑛−1) 

 

 תרגיל:

  –( 𝐸𝑖𝑘𝑜𝑛𝑎𝑙 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛משוואת האיקונל )

{
𝑢𝑥
2 + 𝑢𝑦

2 = 𝑛0
2

𝑢(𝑥, 2𝑥) = 1
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  קבוע. 𝑛0כאשר 

 מצא פתרון למשוואה ע"י שיטת פסים אופיינים.

 פתרון:

 המשוואה שלנו:

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑢𝑥 , 𝑢𝑦) = 𝑢𝑥
2 + 𝑢𝑦

2 − 𝑛0
2 = 0 

 נסמן:

𝑢𝑥 = 𝑃1 , 𝑢𝑦 = 𝑃2 

  –לכן 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑃1, 𝑃2) = 𝑃1
2 + 𝑃2

2 − 𝑛0
2 = 0 

 מערכת הפסים האופיינים:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=
𝜕𝐹

𝜕𝑃1
 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=
𝜕𝐹

𝜕𝑃2
 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑃1 ⋅

𝜕𝐹

𝜕𝑃1
+ 𝑃2 ⋅

𝜕𝐹

𝜕𝑃2
 

𝑑𝑃1
𝑑𝑡

= −
𝜕𝐹

𝜕𝑥
− 𝑃1 ⋅

𝜕𝐹

𝜕𝑢
= 0 

𝑑𝑃2
𝑑𝑡

= −
𝜕𝐹

𝜕𝑦
− 𝑃2 ⋅

𝜕𝐹

𝜕𝑢
= 0 

  –לכן 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 2𝑃1

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 2𝑃2

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑃1 ⋅ 2𝑃1 + 𝑃2 ⋅ 2𝑃2 = 2𝑃1

2 + 2𝑃2
2 = 2𝑛0

2

𝑑𝑃1
𝑑𝑡

= 0

𝑑𝑃2
𝑑𝑡

= 0

 

 משתי המשוואות האחרונות נקבל:

𝑃1(𝑡, 𝑠) = 𝑓1(𝑠) 

𝑃2(𝑡, 𝑠) = 𝑓2(𝑠) 
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 ישית נקבל:מהמשוואה השל

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 2𝑛0

2 ⇒ 𝑢(𝑡, 𝑠) = 2𝑛0
2𝑡 + 𝑓3(𝑠) 

 נותנות: ראשונותושתי המשוואות ה

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 2𝑓1(𝑠) ⇒ 𝑥(𝑡, 𝑠) = 2𝑓1(𝑠)𝑡 + 𝑓4(𝑠) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 2𝑓2(𝑠) ⇒ 𝑦(𝑡, 𝑠) = 2𝑓2(𝑠)𝑡 + 𝑓5(𝑠) 

 תנאי ההתחלה:כעת, נסתכל על 

{
𝑢(𝑥, 𝑦) = 1

𝑦 = 2𝑥 כאשר
 

⇒ {

𝑥(0, 𝑠) = 𝑠
𝑦(0, 𝑠) = 2𝑠

𝑢(0, 𝑠) = 1

 

 :לכן

Γ = (𝑥(0, 𝑠), 𝑦(0, 𝑠), 𝑢(0, 𝑠), 𝑃1(0, 𝑠), 𝑃2(0, 𝑠)) 

 ואז:

𝐹(𝑥(0, 𝑠), 𝑦(0, 𝑠), 𝑢(0, 𝑠), 𝑃1(0, 𝑠), 𝑃2(0, 𝑠)) = 0 

𝐹(𝑠, 2𝑠, 1, 𝑃1(0, 𝑠), 𝑃2(0, 𝑠)) = 0 

𝐹 = 𝑃1
2 + 𝑃2

2 − 𝑛0
2 

⇒ (𝑃1(0, 𝑠))
2
+ (𝑃2(0, 𝑠))

2
− 𝑛0

2 = 0  

𝜕𝑢(0, 𝑠)

𝜕𝑠
= 𝑃1(0, 𝑠)

𝜕𝑥(0, 𝑠)

𝜕𝑠
+ 𝑃2(0, 𝑠)

𝑦(0, 𝑠)

𝜕𝑠
 

0 = 𝑃1(0, 𝑠) + 𝑃2(0, 𝑠) ⋅ 2  

 קיבלנו מערכת של שתי משוואות:

{
𝑃1(0, 𝑠) + 2𝑃2(0, 𝑠) = 0

(𝑃1(0, 𝑠))
2
+ (𝑃2(0, 𝑠))

2
− 𝑛0

2 = 0
 

⇒ 𝑃1(0, 𝑠) = −2𝑃2(0, 𝑠) 

⇒ 4𝑃2(0, 𝑠)
2 + 𝑃2(0, 𝑠)

2 = 𝑛0
2 

5𝑃2(0, 𝑠)
2 = 𝑛0

2 
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 נקבל:

𝑃2(0, 𝑠) =
𝑛0

√5
 

𝑃1(0, 𝑠) = −
2𝑛0

√5
 

 נציב בחזרה:

𝑃1(𝑡, 𝑠) = 𝑓1(𝑠) ⇒ 𝑃1(0, 𝑠) = 𝑓1(𝑠) = −
2𝑛0

√5
 

𝑃2(𝑡, 𝑠) = 𝑓2(𝑠) ⇒ 𝑃1(0, 𝑠) =
𝑛0

√5
 

 נזכור כי:

𝑥(𝑡, 𝑠) = 2𝑓1(𝑠)𝑡 + 𝑓3(𝑠) = −
4𝑛0

√5
𝑡 + 𝑓3(𝑠) 

𝑦(𝑡, 𝑠) =
2𝑛0

√5
𝑡 + 𝑓4(𝑠) 

⇒ 𝑠 = 𝑥(0, 𝑠) = 𝑓3(𝑠) 

⇒ 2𝑠 = 𝑦(0, 𝑠) = 𝑓4(𝑠) 

𝑥(𝑡, 𝑠) = −
4𝑛0

√5
𝑡 + 𝑠  

𝑦(𝑡, 𝑠) =
2𝑛0

√5
𝑡 + 2𝑠  

𝑢(𝑡, 𝑠) = 2𝑛0
2𝑡 + 𝑓5(𝑠) 

⇒ 1 = 𝑢(0, 𝑠) = 𝑓5(𝑠) 

𝑢(𝑡, 𝑠) = 2𝑛0
2𝑡 + 1  

 נבדוק את היעקוביאן:

𝐽|(0,𝑠) = |
𝑥𝑡(0, 𝑠) 𝑦𝑡(0, 𝑠)

𝑥𝑠(0, 𝑠) 𝑦𝑠(0, 𝑠)
| = |

−
4𝑛0

√5

2𝑛0

√5
1 2

| = −
10𝑛0

√5
≠ 0 

 המקוריים:חזור למשתנים לכן, נוכל ל

𝑥 = −
4𝑛0

√5
𝑡 + 𝑠 

𝑦 =
2𝑛0

√5
𝑡 + 2𝑠 
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⇒ 𝑦 − 2𝑥 =
10𝑛0

√5
𝑡 

 ואז:

𝑢(𝑥, 𝑦) = 1 +
𝑦 − 2𝑥

√5
𝑛0  

∎ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 13/11/2017 4תרגול  משוואות דיפרנציאליות חלקיות

 𝕀מיון מד"ח לינארית מסדר 

𝑎(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥𝑦 + 2𝑏(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥𝑦 + 𝑐(𝑥, 𝑦)𝑢𝑦𝑦⏟                        
החלק העיקרי

+ 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦) = 0 

 העיקרי.כדי לסווג את המד"ח, מסתכלים רק על החלק 

 נכתוב את הפולינום האופייני:

𝑎(𝑑𝑦)2 − 2𝑏𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑐(𝑑𝑥)2 = 0 

𝑎 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

− 2𝑏 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) + 𝑐 = 0 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑏 ± √𝑏2 − 𝑎𝑐

𝑎
 

Δ לביטוי: = 𝑏2 − 𝑎𝑐 :קוראים דיסקרימיננטה ומסווגים לפי 

Δ >  בולי.רפ, המד"ח מסוג הי0

Δ =  פרבולי. , המד"ח מסוג0

Δ <  , המד"ח מסוג אליפטית.0

  –נסתכל על המשוואה הנ"ל )אחרי הפרדת משתנים( 

𝑎 𝑑𝑦 = (𝑏 ± √Δ)𝑑𝑥 

Δ ←היפרבולי  >  , יצאו שני פתרונות:0

∫𝑎 𝑑𝑦 = ∫(𝑏 + √Δ)𝑑𝑥 

∫𝑎 𝑑𝑦 = ∫(𝑏 − √Δ)𝑑𝑥 

 נקבל שתי משפחות של עקומים: ⇐

𝑐1(𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑥, 𝑦) 

𝑐2(𝑥, 𝑦) = 𝑄(𝑥, 𝑦) 

Δ ←פרבולי  =  ואז ישנו פתרון אחד: 0

∫𝑎 𝑑𝑦 = ∫𝑏 𝑑𝑥 

𝑐(𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑥, 𝑦) 

 יתקיים:נצטרך להשלים עוד משפחה של עקומים כך ש

𝐽 =
𝜕(𝑃, 𝑄)

𝜕(𝑥, 𝑦)
= |
𝑃𝑥 𝑃𝑦
𝑄𝑥 𝑄𝑦

| ≠ 0 

𝑄 כבדר" = 𝑥  או𝑄 = 𝑦. 
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Δבמקרה האליפטי,  < 0: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑏 ± √Δ

𝑎
 

 :רק משוואה אחת פתרונות מרוכבות צמודים. בפועל נפתור נקבל שני

𝑎 𝑑𝑦 = (𝑏 + √Δ)𝑑𝑥 

𝑐1 = 𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑅𝑒(𝜑) + 𝑖 ⋅ 𝐼𝑚(𝜑) 

𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑅𝑒(𝜑) 

𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝐼𝑚(𝜑) 


