
 03.04.2016  11הרצאה   התפלגויות בדידות
 נכתב על ידי נועם יערי 

 התפלגויות – תזכורת

,𝑢 [1 -אחידה  .0 𝑛) .)לדוגמה קובייה כללית הוגנת( 

𝑝𝑞 .𝐸(𝑋), שונות 𝑝. תוחלת )מצליח או לא( 0/1ניסוי  𝑏(𝑝) -ברנולי  .1 = 𝑃(𝑋 = 1) 

,𝐵(𝑛 - יתמונבי .2 𝑝)  תוחלת מספר ההצלחות בסדרה על נוסחת ברנולי .𝑛𝑝 שונות ,𝑛𝑝𝑞 

,𝐵(𝑛גבול של משתנים בינומיים  𝑃𝑜𝑖(𝜆) -פואסון  .3 𝑝)  כאשר𝑛 → ∞ ,ℝ ∋ 𝜆 = 𝑛𝑝 .

 .𝜆תוחלת, שונות: 

𝐺(𝑝) ,𝑋 -גאומטרית  .4 ≥  בהמשך ההרצאה – 1

 בהמשך ההרצאה – התפלגות "בינומית שלילית" .5

 

 דוגמה

 .𝜎בעיית המזכירה המבולבלת. בוחרים תמורה אקראית 

𝑋 = מספר נקודות השבת = {𝑖|𝜎(𝑖) = 𝑖} 

 -וההדחה עקרון ההכלה 

𝑃(𝑋 = 0) = ∑
(−1)𝑘

𝑘!

𝑛

𝑘=0

 

 :משתנים מציינים

𝐸(𝑋) = 1 

 נחשב את השונות:

𝑥𝑖 = 𝜎(𝑖)אם  1 = 𝑖 ,0, אחרת. 𝑥𝑖  ~𝑏 (
1

𝑛
) 

𝑋לכן  = ∑𝑥𝑖 

𝑉(𝑋) =∑𝑉(𝑥𝑖)

𝑛

+∑𝐶𝑜𝑣 (𝑥𝑖, 𝑥𝑗)

𝑖≠𝑗

 

𝐶𝑜𝑣(𝑥1, 𝑥2) = 𝐸(𝑥1𝑥2) − 𝐸(𝑥1)𝐸(𝑥2) =
1

𝑛(𝑛 − 1)
−
1

𝑛2
 

 לכן

𝑉(𝑋) =∑𝑉(𝑥𝑖)

𝑛

+∑(
1

𝑛(𝑛 − 1)
−
1

𝑛2
) = 1

𝑖≠𝑗

 

𝑋~𝐵𝑖𝑛כלומר  (𝑛,
1

𝑛
) → 𝑃𝑜𝑖(1) .בקירוב 

⇒ 𝑃(𝑋 = 𝑘) ≈
𝑒−1

𝑘!
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 התפלגות גיאומטרית. 4

𝑋~𝐺(𝑝) "(𝑋  מתפלג  גאומטרית עם הפרמטר𝑝)". 

𝑋 =  מספר ניסויי ברנולי בלתי תלויים בהסתברות 𝑝 עד להצלחה הראשונה

𝑋 = 1:   1,   𝑋 = 2:  01, 𝑋 = 3:  001,⋯ 

, 𝑷(𝑿 = 𝒏) = 𝒑𝒒𝒏−𝟏 

 התפלגות: נבדוק שזו אכן

∑𝑝𝑞𝑛−1
∞

𝑛=1

= 𝑝(1 + 𝑞 + 𝑞2 +⋯) = 𝑝 ⋅
1

1 − 𝑞
= 1 

 התוחלת:

𝐸(𝑋) = ∑𝑝𝑞𝑛−1𝑛

∞

𝑛=1

= 𝑝 + 2𝑝𝑞 + 3𝑝𝑞2 +⋯ 

 איך לחשב את זה? נגדיר:

𝑓(𝑥) = ∑𝑥𝑛
∞

𝑛=0

=
1

1 − 𝑥
 

↓ 

∑𝑛𝑥𝑛−1
∞

 𝑛=0

=
1

(1 − 𝑥)2
 

 לכן, 

𝐸(𝑋) = 𝑝 ⋅
1

(1 − 𝑞)2
=
1

𝑝
 

 נרצה לחשב את השונות:

 :𝐸(𝑋2)נחשב 

∑𝑛𝑥𝑛−1
∞

 𝑛=0

=
1

(1 − 𝑥)2
   
 ′

 

∑𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2
∞

𝑛=0

=
2

(1 − 𝑥)3
 

𝐸(𝑋(𝑋 − 1)) = ∑𝑝𝑞𝑛−1𝑛(𝑛 − 1) = (∑𝑛(𝑥 − 1) ⋅ 𝑞𝑛−2
∞

𝑛=0

) ⋅ 𝑝𝑞

∞

𝑛=1

= 𝑝𝑞 ⋅
2

𝑝3
=
2𝑞

𝑝2
 

⇒ 𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − 𝐸(𝑋)2 = 𝐸(𝑋(𝑋 − 1)) + 𝐸(𝑋) − 𝐸(𝑋)2 = 

=
2𝑞

𝑝2
+
1

𝑝
−
1

𝑝2
=
2𝑞 + 𝑝 − 1

𝑝2
=
𝑞

𝑝2
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 . התפלגות בינומית שלילית5

 עושים ניסויי ברנולי בלתי תלויים עד להצלחה השנייה

 הטענ

 ,𝑛לכל אז  𝑋~𝐺(𝑝)ההתפלגות הגאומטרית חסרת זכרון: אם 

𝑋 − 𝑛| 𝑋 > 𝑛⏟  
נכשלנו ב−𝑛 הפעמים הראשונות

~𝐺(𝑝) 

 ההוכח

𝑘יהי  ≥ 1 

𝑃(𝑋 − 𝑛 = 𝑘|𝑋 > 𝑛) = 𝑃(𝑋 = 𝑛 + 𝑘|𝑋 > 𝑛) =
𝑃(𝑋 = 𝑛 + 𝑘)

𝑃(𝑋 > 𝑛)
= 

=
𝑝𝑞𝑛+𝑘−1

∑ 𝑝𝑞𝑖−1∞
𝑖=𝑛+1

=
𝑝𝑞𝑛+𝑘−1

𝑞𝑛
= 𝑝𝑞𝑘−1 

 המסקנ

,𝑋1מספר הניסויים עד להצלחה השנייה שווה לסכום  𝑋2  כאשר𝑋1, 𝑋2~𝐺(𝑝) .בלתי תלויים 

 ההגדר

,𝑌~𝑁𝐵(𝑙מתפלג בינומית שלילית  𝑌משתנה מקרי  𝑝)  כלומר(𝑙  הצלחות, הסתברות𝑝.) 

(𝑌 = 𝑙, 𝑙 + 1,⋯) 

 ההער

 לפי חוסר הזכרון, אם

𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑙~𝐺(𝑝) 

 אז

𝑌 = 𝑋1 +⋯+ 𝑋𝑙~𝑁𝐵(𝑙, 𝑝) 

⇒ 𝐸(𝑌) =
𝑙

𝑝
, 𝑉(𝑌) =

𝑙𝑞

𝑝2
 

𝑃(𝑌 = 𝑛) = (
𝑛 − 1
𝑙 − 1

) 𝑝𝑙𝑞𝑛−𝑙 
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 תפלגות היפר גאומטריתה. 6

𝑋~𝐻(𝑛; 𝑎, 𝑏)  אם𝑋 =  מספר הכדורים האדומים בבחירה של𝑛  כדורים ללא החזרה, מכבד

 כחולים. 𝑏 –אדומים ו  𝑎שיש בו 

 נחשב את פונקציית ההתפלגות:

𝑃(𝑋 = 𝑘) =
(
𝑎
𝑘
) (

𝑏
𝑛 − 𝑘

)

(
𝑎 + 𝑏
𝑛
)
=

𝑎! 𝑏! 𝑛! (𝑎 + 𝑏 − 𝑛)!

𝑘! (𝑎 − 𝑘)! (𝑛 − 𝑘)! (𝑏 − 𝑛 + 𝑘)! (𝑎 + 𝑏)!
 

0, 𝑛 − 𝑏 ≤ 𝑋 ≤ 𝑎, 𝑛 

𝐸(𝑋) = ∑
(
𝑎
𝑘
) (

𝑏
𝑛 − 𝑘

)

(
𝑎 + 𝑏
𝑛
)
𝑘

min(𝑎,𝑛)

max(0,𝑛−𝑏)

 

 לא נחשב ישירות, נחפש טריק.

 לפני כן:

 .1נוודא שהסכום יוצא 

 דוגמה:

 (𝑏כחולים ) 3 –ו  (𝑎אדומים ) 10( מתוך 𝑛כדורים ) 4הוצאת 

𝑘               | 1 2 3 4

𝑃(𝑋 = 𝑘)|
(
10
1
) (
3
3
)

(
13
4
)

(
10
2
) (
3
2
)

(
13
4
)

(
10
3
) (
3
1
)

(
13
4
)

(
10
4
) (
3
0
)

(
13
4
)

 

𝑋)∑הוכחה שתמיד  = 𝑙) = 1 

∑(
𝑎
𝑘
) (

𝑏
𝑛 − 𝑘

)

𝑘

= (
𝑎 + 𝑏
𝑛
) 

)תרגיל: להמציא סיפור שמסכם 
𝑎
𝑘
) (

𝑏
𝑛 − 𝑘

 )רמז: בוחר בחירות עם צבע( (

 חישוב השונות חישוב התוחלת

 

𝑋𝑖 = {
1, 𝑖 אדום − הכדור ה

אחרת                              ,0
 

𝑋 = 𝑋1 +⋯+ 𝑋𝑛 

𝑋𝑖~𝑏 (
𝑎

𝑎 + 𝑏
) 

⇒ 𝐸(𝑋) = 𝑛 ⋅
𝑎

𝑎 + 𝑏
 

𝑉(𝑋) = 

= 𝑛𝑉(𝑋1) + 𝑛(𝑛 − 1)𝐶𝑜𝑣(𝑋1, 𝑋2) 

𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑖, 𝑋𝑗) = −
𝑎𝑏

𝑛2(𝑛 − 1)
 

⇒ 𝑉(𝑋) =
𝑛𝑎𝑏(𝑎 + 𝑏 − 𝑛)

(𝑎 + 𝑏)2(𝑎 + 𝑏 − 1)
 

 

 


