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 לייבניץ משפט

 יורדת לאפס, אזי: (𝑎𝑛)אם 

 מתכנס.  𝑛+1𝑎𝑛(1−)∑א( הטור 

|𝑟𝑚|מקיימות   𝑛+1𝑎𝑛(1−)∑  ב( שאריות הטור ≤ 𝑎𝑚+1 (1−)ימנן, וס𝑚. 

 הוכחה

 :𝑛(1−)∑של נתבונן בסכומים החלקיים 

𝑆2𝑛 = (𝑎1 − 𝑎2)≥0 + (𝑎3 − 𝑎4)≥0 + ⋯ + (𝑎2𝑛−1 − 𝑎2𝑛)≥0 עולה. 

𝑆2𝑛 = 𝑎1 − (𝑎2 − 𝑎3)≥0 − (𝑎4 − 𝑎5)≥0 − ⋯ − 𝑎2𝑛≥0
≤ 𝑎1 . 

𝑆2𝑛  עולה וחסומה, לכן יש לה גבול𝑆2𝑛 → 𝑠. 

𝑆2𝑛−1 = 𝑆2𝑛→𝑠
+ 𝑎2𝑛→0

→ 𝑠 + 0 = 𝑠  

𝑆2𝑛−1, 𝑆2𝑛 → 𝑠, ℕ = {2𝑛: 𝑛 ∈ ℕ} ∪ {2𝑛 − 1: 𝑛 ∈ ℕ}  לכן𝑆𝑛 → 𝑠. 

0ב( מהוכחת א',  ≤ 𝑆2𝑛→𝑠
≤ 𝑎_1 לכן סכום הטור .𝑠  0מקיים ≤ 𝑠 ≤ 𝑎1 זה נכון לכל טור .

𝑟𝑚כבניסוח המשפט. בפרט, זה נכון לזנב הטור  ≔ ∑ (−1)𝑛+1𝑎𝑛𝑛=𝑚+1  עבור𝑚 .אי זוגי 

0כלומר  ≤ 𝑟𝑚 ≤ 𝑎𝑚+1 זה מוכיח את המקרה ש-𝑚 זוגי. 

𝑟𝑚אי זוגי:  𝑚עבור  = ∑ (−1)𝑛+1𝑎𝑛𝑛=𝑚+1 

−𝑟𝑚איזוגי
= ∑ (−1)𝑛+2𝑎𝑛𝑛=𝑚+1זוגי

 . 

0ולכן  ≤ −𝑟𝑚 ≤ 𝑎𝑚+1 ∎ 

 הערה

|𝑟𝑚|יורדת ממש, בסעיף ב' נקבל  (𝑎𝑛)אם במשפט הסדרה  < 𝑎𝑚+1 

 דוג'

∑ (
(−1)n+1

n
מתכנס:  (

1

𝑛
↘  , ולכן לייבניץ ישים.0

 :מסעיף ב' של המשפט, סכומו מקיים

 0.5833. . = 𝑆4 < 𝑆 = 𝑆4 + 𝑟4>0
< S4 + 𝑎5 = S5 = 0.7833 … 

𝑆𝑛זוגי יותר גדול,  𝑛אם ניקח  ."𝑎5"מדן עם שגיאה מרבית והא < 𝑆 < 𝑆𝑛+1 והשגיאה קטנה מ ,

𝑎𝑛+1. 

𝑛עבור למשל  = 𝑎1001- - , השגיאה קטנה מ1000 =
1

1001
: 

0.6936 … > 𝑠 > 0.6926.. 

∑: ניתן להוכיח בשיטות מתקדמות יותר (
(−1)𝑛+1

𝑛
) = ln(2) = 0.6931... 
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 הערה

𝑎𝑛 -במשפט לייבניץ, לא מספיק ש →  יתכנס: 𝑛𝑎𝑛(1−)∑כדי שהטור  0

 
1

√2−1
−

1

√2−1
+

1

√3−1
−

1

√3−1
+ ⋯. 

0סדרת האיברים בטור  ←. 

 אילו הטור התכנס, הוא היה מתכנס גם לאחר הכנסת סוגריים, אבל:

1

√𝑛 − 1
−

1

√𝑛 + 1
=

2

𝑛 − 1
 

∑ולכן  (
1

√𝑛−1
−

1

√𝑛+1
)𝑛=2 ∑

2

𝑛−1𝑛=2 = 2 ∑
1

𝑛𝑛=1 .וזהו טור מתבדר 

 הגדרה

מתכנס, אומרים  𝑎𝑛∑מתבדר אך  |𝑎𝑛|∑מתכנס. אם  |𝑎𝑛|∑ אם הטור מתכנס בהחלט 𝒂𝒏∑טור 

 מתכנס בתנאי. 𝑎𝑛∑שהטור 

 דוגמה

)∑הטור 
(−1)𝑛+1

𝑛
)∑מתכנס בתנאי. הטור  (

(−1)𝑛+1

𝑛2  מתכנס בהחלט. (

 משפט

 מתכנס בהחלט, אז הוא מתכנס. 𝑎𝑛∑אם טור 

 הוכחה

 בעזרת הקריטריון של קושי להתכנסות טורים.

𝜖יהי נתון  >  שאחריו 𝑁מתכנס, לכן לפי קושי ש  |𝑎𝑛|∑. הטור 0

 |𝑎𝑚+1 + ⋯ + 𝑎𝑛| אשמ≥ |𝑎𝑚+1| + |𝑎𝑚+2| + ⋯ + |𝑎𝑛| < 𝜖 

 ∎ 𝑎𝑛∑ולכן קריטריון קושי מתקיים עבור 
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 דוגמה

∑בחן את התכנסות הטור  (
𝑎𝑛

𝑛
 ממשי קבוע. 𝑎, לכל  (

|𝑎|אם  < |הטור מתכנס בהחלט, ממבחן ההשוואה )לטור הנדסי(:  1
𝑎𝑛

𝑛
| =

|𝑎|𝑛

𝑛
≤ |𝑎|𝑛 ו∑|𝑎|𝑛 

 מתכנס.

1אם  < |𝑎| :הטור מתבדר. למשל, ממבחן המנה ,
|𝑎|𝑛+1

𝑛+1
|𝑎|𝑛

𝑛

= |𝑎| ⋅
𝑛

𝑛+1
→ |𝑎| > 1. 

במקרה זה, לבסוף 
|𝑎|𝑛

𝑛
> ולכן הגבול של  1

|𝑎|𝑛

𝑛
אינו אפס., לכן  

𝑎𝑛

𝑛
 לא שואף לאפס. 

|𝑎|במקרה  = 𝑎: אם 1 = ∑הטור הוא  1 (
1

n
) = 𝑎, אם ∞ = הטור  1−

∑−הוא (
(−1)𝑛+1

𝑛
)

מתכנס מלייבניץ
= ∑ (

(−1)𝑛

𝑛
𝑎לכן, עבור   ( =  .כנס בתנאיהטור מת 1−

 הגדרה

|-ך שכ 𝑐אם יש  חסוםטור נקרא  𝑎𝑛∑טור  ∑ 𝑎𝑚 < 𝑐𝑚=1 𝑡𝑜 𝑛  לכל𝑛. 

 משפט )מבחן דיריכלה(

𝑎𝑛טור חסום,  𝑏𝑛∑יהיו  →  מתכנס. 𝑎𝑛𝑏𝑛∑מונוטונית. אזי  0

 משפט

𝑎𝑛. )אם 0-יורדת ל 𝑎𝑛מספיק להוכיח כשהסדרה  ↗ –אז  0 𝑎𝑛 ↘  ואז  0

∑(−𝑎𝑛)𝑏𝑛 = −∑an𝑏𝑛) 
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 הוכחה

𝑚יהיו  .𝑏𝑛∑הסכומים החלקיים של  𝑆𝑛נוכיח בעזרת קריטריון קושי: יהיו  < 𝑛. 

 𝑎𝑚+1𝑏𝑚+1=𝑆𝑚+1−𝑆𝑚
+ ⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑛𝑆𝑛−𝑆𝑛−1

= 

= −𝑎𝑚+1𝑠𝑚 + (𝑎𝑚+1 − 𝑎𝑚+2)𝑆𝑚+1 + ⋯ + (𝑎𝑛−1 − 𝑎𝑛)𝑆𝑛−1 + 𝑎𝑛𝑆𝑛 

⇓ 

|𝑎𝑚+1𝑏𝑚+1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑛| ≤ 𝑎𝑚+1|𝑆𝑚| + |𝑎𝑚+1 − 𝑎𝑚+2| ⋅ |𝑆𝑚+1| + ⋯ 

⋯ + |𝑎𝑛−1 − 𝑎𝑛||𝑆𝑛−1| + 𝑎𝑛|𝑆𝑛| 

≤ (𝑎𝑚+1 + |𝑎𝑚+1 − 𝑎𝑚+2| + ⋯ + |𝑎𝑛−1 − 𝑎𝑛| + 𝑎𝑚)𝑐 = 2𝑎𝑚+1𝑐 

𝑎𝑛נתן אפסילון,יבה → 𝑎𝑚+1שאחריו  𝑁יש  0 <
𝜖

2𝑐
 ← 2𝑎𝑚+1𝑐 < 𝜖. 

 .𝑎𝑛𝑏𝑛∑קושי לטור  קריטריוןזה מתקיים ה Nעבור 


