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 משוואות לינאריות עם מקדמים אנליטיים )מסדר שני(

 תזכורת

 משוואה לינארית הומוגנית עם מקדמים אנליטיים מסדר שני היא משוואה מהצורה:

𝑦′′ + 𝑝(𝑥)𝑦′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 0 

,𝑝כאשר  𝑞  אנליטיים בסביבה של𝑥0. 

 עפ"י משפט, הפתרונות הם גם כן אנליטיים, לכן ניתן להציב:

𝑦 = ∑𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)
𝑛

∞

𝑛=0

 

 ע"י רקורסיה. 𝑎𝑛ולחשב את המקדמים 

𝑎0, 𝑎1 :נקבעים ע"י תנאי ההתחלה 

𝑦(𝑥0) = 𝑎0
. . .

𝑦′(𝑥0) = 𝑎1

 

∎ 

 דוגמה

     𝑦′′ + 𝑒𝑥𝑦 = 0      

,0המקדמים  𝑒𝑥  אנליטיים עם רדיוס התכנסות∞. 

 מתקיים:

𝑒𝑥 = ∑
𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

 נציב:

𝑦 = ∑𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)
𝑛

∞

𝑛=0

 

 לכן:
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𝑦′ = ∑(𝑛 + 1)𝑎𝑛+1𝑥
𝑛

∞

𝑛=0. . .
. . .

𝑦′′ = ∑(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)𝑎𝑛+2𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

 

 מתקיים:

𝑒𝑥𝑦 = ∑𝑥𝑛∑
𝑎𝑗

(𝑛 − 𝑗)!

𝑛

𝑗=0

∞

𝑛=0

 

 נציב במשוואה:

∑[(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)𝑎𝑛+2 +∑
𝑎𝑗

(𝑛 − 𝑗)!

𝑛

𝑗=0

] ⋅ 𝑥𝑛
∞

𝑛=0

= ∑0 ⋅ 𝑥𝑛
∞

𝑛=0

 

 , ונקבל:𝑥𝑛נשווה מקדמים של 

𝑎𝑛+1 = −

∑
𝑎𝑗

(𝑛 − 𝑗)!
𝑛
𝑗=0

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
 

את המקדמים על לדיוק נוסחת הרקורסיה שמתקבלת די מסובכת, אך בכל זאת ניתן לחשב 

 הרצוי, בהינתן מחשב חזק מספיק.

∎ 

 משואת לג'נדר

     (1 − 𝑥2)𝑦′′ − 2𝑥𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0     ,     𝑐 ∈ ℝ  

𝑐המקרה המעניין ביותר הוא כאשר  = 𝑘(𝑘 + 𝑘עבור  (1 ∈ ℤ. 

−המקדמים 
2𝑥

1−𝑥2
,

𝑐

1−𝑥2
 .1אנליטיים עם רדיוס התכנסות  

, אך לא מובטחים פתרונות אנליטיים מעבר לרדיוס 0הפתרונות יהיו אנליטיים בסביבה של  לכן,

1. 

 נציב:
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𝑦 = ∑𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)
𝑛

∞

𝑛=0

 

 לכן:

𝑦′ = ∑𝑛𝑎𝑛𝑥
𝑛−1

∞

𝑛=0. . .
. . .

𝑦′′ = ∑(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)𝑎𝑛+2𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

 

 מתקיים:

−2𝑥𝑦′ = ∑−2𝑛𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

 

(1 − 𝑥2)𝑦′′ = 2𝑎2 + 6𝑎3𝑥 +∑[(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)𝑎𝑛+2⏞            
𝑦′′

− (𝑛 − 1)𝑛𝑎𝑛⏞      
−𝑥2𝑦′′

] ⋅ 𝑥𝑛
∞

𝑛=2

 

 :𝑥𝑛נשווה את המקדמים של ובמשוואה, נציב 

𝒙𝟎 2𝑎2 + 𝑐𝑎0 = 0
. . . .

. 𝑎2 = −
𝑐

2
𝑎0

. . . .
𝒙𝟏 6𝑎3 − 2𝑎1 + 𝑐𝑎1 = 0
. . . .

. 𝑎3 =
(2 − 𝑐)𝑎1

6. . . .
∀𝟐 ≤ 𝒏: 𝒙𝒏 (𝑛 + 1)(𝑛 + 2)𝑎𝑛+2 − 𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛 − 2𝑛𝑎𝑛 + 𝑐𝑎𝑛 = 0

. . . .

. (𝑛 + 1)(𝑛 + 2)𝑎𝑛+2 − 𝑛(𝑛 + 1)𝑎𝑛 + 𝑐𝑎𝑛 = 0

. . . .

. 𝑎𝑛+2 =
(𝑛(𝑛 + 1) − 𝑐)

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
𝑎𝑛

 

𝑐כאשר  = 𝑘(𝑘 +  .𝑘פתרון שהוא פולינום מדרגה  קיים ,(1

∎ 
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 (מסדר שני) אנליטיים "כמעט"לינאריות עם מקדמים משוואות 

 אוילרמשוואת 

     𝑎𝑥2𝑦′′ + 𝑏𝑥𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0     ,      𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ      

 :לחפש פתרון מהצורהסביר 

𝑦 = 𝑥𝛼      ,     0 ≠ 𝛼 ∈ ℝ 

 :בנצי

𝑦 = 𝑥𝛼  

 :לכן

𝑦′ = 𝛼𝑥𝛼−1

. . .
𝑦′′ = 𝛼(𝛼 − 1)𝑥𝛼−2

 

 :במשוואהציב נ

𝑎𝛼(𝛼 − 1)𝑥𝛼 + 𝑏𝛼𝑥𝛼 + 𝑐𝑥𝛼 = 0 

 :לכן

𝑎(𝛼2 − 𝛼) + 𝑏𝛼 + 𝑐 = 0 

 .משוואת האינדקסוואה זו נקראת שמ

 :ם שלושה מקרים אפשרייםקיימי כעת,

 :שורשים ממשיים שוניםשני  .1

 :הכלליהפתרון 

𝑦 = 𝑐1𝑥
𝛼1 + 𝑐2𝑥

𝛼2  

 :ממשי אחד כפולשורש  .2

 :הכלליפתרון ה

𝑦 = 𝑐1𝑥
𝛼 + 𝑐2𝑥

𝛼 log 𝑥 

𝜶מרוכבים שורשים שני  .3 = 𝜷 ±𝛚𝒊: 

 :הכלליהפתרון 

𝑦 = 𝑥𝛽(𝑐1 cos(ω log 𝑥) + 𝑐2 sin(ω log 𝑥)) 
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 הערה

  :הצבהה

𝑧 = log 𝑥 

⇕ 

𝑥 = 𝑒𝑧 

 :את משוואת אוילר למשוואה עם מקדמים קבועיםממירה 

𝑑𝑦

𝑑𝑧
=

𝑑𝑦

𝑑𝑥
⋅
𝑑𝑥

𝑑𝑧
= 𝑥𝑦′

. . . . .
𝑑2𝑦

𝑑2𝑧
=

𝑑(𝑥𝑦′)

𝑑𝑧
= (𝑥𝑦′)′ ⋅ 𝑥

. . . . .

. . . = 𝑥𝑦′ + 𝑥2𝑦′′

. . . . .
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
. . . . .

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑛𝑧
. = . 𝑐1𝑥𝑦

′ + 𝑐2𝑥
2𝑦′′ +⋯+ 𝑐𝑛𝑥

𝑛𝑦(𝑛)

 

∎ 

 גדרהה

 :משוואהעבור 

𝑦′′ + 𝑝(𝑥)𝑦′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 0 

,𝑝אם  𝑞  אנליטיים בסביבה של𝑥0,  אזי𝑥0  נקודה אורדינריתנקראת. 

,𝑝אם  𝑞 אנליטיים בסביבה של  נםאי𝑥0,  אזי𝑥0  סינגולריתנקודה נקראת. 

𝑥) -סינגולרית ו נקודה  𝑥0 אם − 𝑥0)𝑝(𝑥), (𝑥 − 𝑥0)
2𝑞(𝑥)  אנליטיים בסביבה של𝑥0,  אזי𝑥0 

 .נקודה סינגולרית רגולריתנקראת 

𝑥) -נקודה סינגולרית ו  𝑥0 אם − 𝑥0)𝑝(𝑥), (𝑥 − 𝑥0)
2𝑞(𝑥) אנליטיים בסביבה של  נםאי𝑥0, 

 .אי רגולריתנקודה סינגולרית נקראת  𝑥0אזי 

∎ 

 דוגמה
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  היא נקודה סינגולרית רגולרית. 0אוילר, משוואת עבור 

  המשוואהעבור: 

𝑦′′ +
2

𝑥
𝑦′ +

3

𝑥(𝑥 − 1)3
𝑦 = 0 

 היא נודה אורדינרית. 0,1 -דה חוץ מ נקוכל 

 היא נקודה סינגולרית רגולרית. 0הנקודה 

 רגולרית.אי היא נקודה סינגולרית  1הנקודה 

∎ 

 (פרובניוס)משפט 

 :מהצורה (אחד לפחות)תרון פ קיים ,𝑥0של נקודה סינגולרית רגולרית בסביבה 

𝑦 = 𝑥𝛼∑𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0. . .
. . .

. = ∑𝑎𝑛𝑥
𝑛+𝛼

∞

𝑛=0

 

∎ 


