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 טורים כללייםמבחני התכנסות ל

 )מבחן אבל(משפט 

 מתכנס ולכן חסום. 𝑎𝑛𝑏𝑛∑מתכנס אז  𝑏𝑛∑-מונוטונית וחסומה, ו (𝑎𝑛)אם 

 הוכחה

 מתכנס, ולכן חסום. 𝑏𝑛∑: טענה

𝑆𝑛הסכומים החלקיים שלו,  Snאם  :הוכחה → 𝑠,  אז(𝑆𝑛) .סדרה מתכנסת ולכן חסומה 

 

𝑎 , לכן קייםמונוטונית וחסומה 𝑎𝑛הסדרה  ∈ ℝ כך ש- 𝑎𝑛 → 𝑎. 

𝑎𝑛 − 𝑎 → 𝑏𝑛(𝑎𝑛∑מונוטונית. ממבחן דיריכלה, הטור  0 − 𝑎) .מתכנס 

∑𝑏𝑛(𝑎𝑛 − 𝑎) = ∑(𝑏𝑛𝑎𝑛 − 𝑎 ⋅ 𝑏𝑛) נתון שהטור .∑𝑏𝑛 ולכן  ,מתכנס∑𝑎𝑏𝑛 = 𝑎∑𝑏𝑛 .מתכנס 

𝑏𝑛𝑎𝑛)∑ לכן: − 𝑎𝑏𝑛) + ∑𝑎𝑏𝑛 = ∑((𝑏𝑛𝑎𝑛 − 𝑎 ⋅ 𝑏𝑛) + 𝑎 ⋅ 𝑏𝑛) = ∑𝑏𝑛𝑎𝑛 

 מתכנס. 𝑏𝑛𝑎𝑛∑ולכן 

∎ 

 הגדרה

𝒑𝒏, נסמן 𝑎𝑛∑עבור טור  ≔ {
𝒂𝒏 , 𝒂𝒏 ≥ 𝟎
𝟎 , 𝒂𝒏 ≤ 𝟎

 ,𝒒𝒏 ≔ {
𝟎 , 𝒂𝒏 ≥ 𝟎

−𝒂𝒏 , 𝒂𝒏 ≤ 𝟎
 . 

 המחשה

 

"p" ,"q" 

 תכונות בסיסיות

𝑛לכל  ∈ ℕ:מתקיים , 

 0 ≤ 𝑝𝑛, 𝑞𝑛 ≤ |𝑎𝑛|. 

 𝑝𝑛 + 𝑞𝑛 = |𝑎𝑛|. 

 𝑝𝑛 − 𝑞𝑛 = 𝑎𝑛. 
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 למה

∑𝑎𝑛  מתכנס בהחלט⇔ ∑𝑝𝑛, ∑𝑞𝑛 < 𝑎𝑛∑ במקרה זה מתקיים:. ∞ = ∑𝑝𝑛 − ∑𝑞𝑛. 

 הוכחה

|𝑎𝑛| = 𝑝𝑛 + 𝑞𝑛  לכל𝑛. 

⇒  

∑𝑝𝑛, ∑𝑞𝑛 :מתכנסים ולכן ∑|𝑎𝑛| = ∑(𝑝𝑛 + 𝑞𝑛) = ∑𝑝𝑛 + ∑𝑞𝑛 .ולכן מתכנס 

⇐  

0 ≤ 𝑝𝑛, 𝑞𝑛 ≤ |𝑎𝑛| . 

∑|𝑎𝑛| < ,𝑝𝑛∑, לכן ממבחן ההשוואה, גם ∞ ∑𝑞𝑛 < ∞ . 

𝑎𝑛∑הטענה  = ∑𝑝𝑛 − ∑𝑞𝑛 נובעת מהתכונה 𝑎𝑛 = 𝑝𝑛 − 𝑞𝑛 .ומההתכנסות 

 מסקנה

𝑝𝑛∑מתכנס בתנאי אז  𝑎𝑛∑ אם = ∑𝑞𝑛 = ∞ 

 הוכחה

 ∑|𝑎𝑛| = 𝑝𝑛∑. נניח למשל מתבדר 𝑞𝑛∑או  𝑝𝑛∑לכן מהלמה אחד הטורים ∞ = המקרה *) ∞

 (.תרגיל –הנותר 

∑𝑎𝑛 מתכנס. נניח בשלילה ש -∑𝑞𝑛  מתכנס, אז כיוון ש- 𝑝𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝑞𝑛  גם∑𝑝𝑛 מתכנס, 

 ∎בסתירה. 

 הערה

הכיוון ההפוך לא בהכרח נכון: שני הטורים החיוביים מתבדרים אך הטור המקורי מתבדר )אינו 

 מתכנס בתנאי(

 דוגמה

(𝑎𝑛) =
𝟏

𝟏
, −

2

1
,
𝟏

𝟐
, −

2

2
,
𝟏

𝟑
, −

2

3
,
𝟏

𝟒
, .. 

∑𝑝𝑛 = ∞ 

∑𝑞𝑛 = ∞ 

 למה

אחר שינוי כרצוננו של סדר מתכנס, אז לאותו סכום יתכנס הטור גם ל 𝑎𝑛∑ אי שליליאם טור 

:𝑃)=פונקציה חח"ע ועל  ℕעל  Pכלומר: לכל תמורה  איבריו. ℕ → ℕ ,)∑𝑎𝑝(𝑛) = ∑𝑎𝑛. 
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 הוכחה

𝑆𝑛-ב 𝑎𝑝(𝑛)∑החלקיים של  נסמן את הסכומים
𝑝  ואת הסכום כולו𝑆𝑝 לכל .𝑛: 

𝑆𝑛
𝑝

→(𝑆𝑝)
= 𝑎𝑝(1) + ⋯ + 𝑎𝑝(𝑛) ≤ 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎max{𝑝(1),⋯,𝑝(𝑛)} ≤ 𝑆 ≔ ∑𝑎𝑛 

𝑃 :𝑆𝑝ולכל תמורה  𝑎𝑛∑לכן, לכל טור חיובי  ≤ 𝑆.  בפרט, לטור החיובי∑𝑎𝑝(𝑛)  עם התמורה

𝑃−1נקבל , 𝑆 = ∑𝑎𝑛 = ∑𝑎𝑝−1(𝑝(𝑛)) ≤ ∑𝑎𝑝(𝑛) = 𝑆𝑝.∎ 

 )חוק החילוף( משפט

 .אז שינוי סדר איבריו לא משנה את סכומו מתכנס בהחלט 𝑎𝑛∑אם 

 הוכחה

𝑎𝑛∑ מהלמה הקודמת ומהנתון: = ∑𝑝𝑛
⏞

מתכנס

− ∑𝑞𝑛
⏞

מתכנס

𝑎𝑝(𝑛)∑ , לכן: = ∑(𝑝𝑝(𝑛) − 𝑞𝑝(𝑛)). 

∑|𝑎𝑛| < |𝑎𝑝(𝑛)|∑לכן , טור חיובי )פורמאלית: אי שלילי( ∞ = ∑|𝑎𝑛|  מתכנס ובפרט∑𝑎𝑝(𝑛) 

 :מתכנס בהחלט, ולכן

 ∑𝑎𝑝(𝑛) = ∑𝑝𝑝(𝑛)=∑𝑝𝑛 טור חיובי לכן
− ∑𝑞𝑞(𝑛)=∑𝑞𝑛 טור חיובי לכן

= ∑𝑝𝑛 − ∑𝑞𝑛 = ∑𝑎𝑛 

∎ 

 למה

∑ טור. נניח שהטור 𝑎𝑛∑יהי  (𝑎𝑚𝑘
+ ⋯ + 𝑎𝑚𝑘+1−1)∞

𝑘=1  המתקבל מטורנו ע"י הכנסת(

𝑎𝑚𝑘מתכנס, והסימן של  סוגריים(
, ⋯ , 𝑎𝑚𝑘+1−1 לכל  זהה𝑘.  אזי הסרת הסוגריים אינה משנה

∑את סכום הטור:  (𝑎𝑚𝑘
+ ⋯ + 𝑎𝑚𝑘+1−1)∞

𝑘=1 = ∑ (𝑎𝑛)∞
𝑘=1. 

 הוכחה

𝑘יהי  ,𝑛לכל  = 𝑘(𝑛) המספר כך ש-𝑚𝑘+1 > 𝑛 ≥ 𝑚𝑘. 

 

𝑆𝑘 :נסמן
′ = ∑ (𝑎𝑚𝑖

+ ⋯ + 𝑎𝑚𝑖+1−1)∞
𝑖=1 

|𝑆𝑘
′ − 𝑆𝑛| = |𝑎𝑛+1 + 𝑎𝑛+2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑘+1−1| ≤ |𝑎𝑚𝑘

+ ⋯ + 𝑎𝑚𝑘+1−1| = |𝑏𝑘| 



 29.11.2015 13הרצאה  התכנסות טורים כליים
 נועם יערינכתב על ידי  

 
 

4 
 

∑𝑏𝑘  מתכנס )נתון(. לכן, כאשר𝑛 → 𝑘גם  ∞ → 𝑏𝑘ולכן  ∞ → 𝑆𝑘|ולכן  0
′ − 𝑆𝑛| ≤ |𝑏𝑘| → 0 

𝑆𝑛לכן  → 𝑆′( .𝑆′ .)הסכום המקובץ 

 בהוכחה.. למצוא מה לא מדויק 2. להוכיח את ה'לכן' האחרון. 1תרגיל: ! לא סיימנו: הערה

 

 

 


