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 נביט בפונקציה  .1

𝑓(𝑥) = ∑
𝑥𝑛+1

𝑛!

∞

𝑛=1

 

 .𝑓(61)(0)חשבו את ערך הנגזרת הבאה  .א

כלומר שווה ל  רחייב להיות מקדם טיילו 𝑥61מקדם של בטור טיילור ה 
𝑓(61)(0)

61!
 

 הוא  𝑥61ם של בטור שלנו, המקדאבל 

1

60!
 

 ומכאן, לפי עיקרון השיוויון )הפרוגרס הגיע לחדוא(

𝑓(61)(0)

61!
=
1

60!
 

 ולכן 

𝑓(61)(0) = 61 

,𝑓(1)ביעו את  ה .ב 𝑓(2) .באמצעות פונקציות אלמנטריות 

 נתחיל מהטור

𝑒𝑥 = ∑
𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

 לכן 

𝑥𝑒𝑥 = ∑
𝑥𝑛+1

𝑛!

∞

𝑛=0

= 𝑥 +∑
𝑥𝑛+1

𝑛!

∞

𝑛=1

 

 ולכן 

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥 − 𝑥 

 ולכן 

𝑓(1) = 𝑒 − 1 

𝑓(2) = 2𝑒2 − 2 



 ביט בפונקציותנ .2

𝑓(𝑥) = ∑
1

(𝑛 + 𝑥)(𝑛 + 1 + 𝑥)

∞

𝑛=1

 

𝑔(𝑥) = ∑(−1)𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

 

 .𝑓(1)חשבו את  .א

𝑥נציב  =  ונחשב את הטור המספרי  1

∑
1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

∞

𝑛=1

 

 שתי דרכים אפשריות 

 טור טלסקופי. 1

 . טור חזקות2

 נפתור בשתי הדרכים בזריזות בתנאי שתהיו בשקט )בואו, זה אודיסאה, זה לא יקרה( 

𝑆𝑛 =
1

2 ⋅ 3
+

1

3 ⋅ 4
+ ⋯+

1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
 

 נפרק לשברים חלקיים

1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
=

𝐴

𝑛 + 1
+

𝐵

𝑛 + 2
=
𝐴(𝑛 + 2) + 𝐵(𝑛 + 1)

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
 

1 = 𝐴(𝑛 + 2) + 𝐵(𝑛 + 1) 

𝑛נציב  = −1,−2 

𝐴 = 1 

𝐵 = −1 

1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
=

1

𝑛 + 1
−

1

𝑛 + 2
 

 נפתור את התרגיל להלן: ש בנוסחא הנפלאה שפיתחנו בעזרת שברים חלקיים בשימו 

𝑆𝑛 =
1

2 ⋅ 3
+

1

3 ⋅ 4
+ ⋯+

1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
= 

=
1

2
−
1

3
+
1

3
−
1

4
+⋯+

1

𝑛 + 1
−

1

𝑛 + 2
=
1

2
−

1

𝑛 + 2
→
1

2
 

𝑓(1)ולכן   =
1

2
 



 

 כעת נפתור עם טור חזקות. עלייה לצורה ירידה 

ℎ(𝑥) = ∑
𝑥𝑛

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

∞

𝑛=1

 

ℎ(1)ורוצים לחשב את  = 𝑓(1) 

 נתחיל מהטור ההנדסי 

1

1 − 𝑥
= ∑𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

∫נעשה אינטגרל  ⬚
𝑥

0
 לשני הצדדים  

− ln(1 − 𝑥) = ∑
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1

∞

𝑛=0

 

 כעת נרצה לעשות עוד אינטגרל

−∫ ln(1 − 𝑥) 𝑑𝑥 = {
𝑡 = 1 − 𝑥
𝑑𝑡 = −𝑑𝑥

} = ∫ ln(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑡𝑙𝑛(𝑡) − 𝑡 = (1 − 𝑥) ln(1 − 𝑥) − (1 − 𝑥) 

 כיםואנחנו צרי

∫ − ln(1 − 𝑡) 𝑑𝑡
𝑥

0

= [(1 − 𝑥) ln(1 − 𝑥) − (1 − 𝑥)]0
𝑥 = (1 − 𝑥) ln(1 − 𝑥) − (1 − 𝑥) + 1 

 לכן 

(1 − 𝑥) ln(1 − 𝑥) + 𝑥 = ∑
𝑥𝑛+2

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

∞

𝑛=0

 

 1אליו בדיוק, אבל הוא מספיק טוב בהצבה של  שימו לב שהטור מימין הוא לא הטור שחשבנו שנגיע 

במצב זה אפשר לחשב את הגבול משמאל והשיוויון יתקיים  ד ימין אפשר כי הטור מתכנס, אבל בצ 1בצד שמאל אי אפשר להציב  

 )משפט אבל( 

 )צריך לחשב את הגבול( כןול

0 + 1 = ∑
1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

∞

𝑛=0

 

 ו בשאלה! כמו שביקשמאפס ולא מאחד יל שימו לב, הטור הזה מתח

1 =
1

2
+∑

1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

∞

𝑛=1

 



 ואכן הטור שווה חצי!

𝑥וכיחו כי לכל  ה .ב ∈ 𝑓(𝑥)מתקיים כי  (1,1−) = 𝑔(𝑥). 

   נשים לב כי

𝑔(𝑥) = ∑(−𝑥)𝑛
∞

𝑛=0

 

 ולכן (1,1−)זה מתכנס בתחום  𝑥−ו בו  דסי שהציב נזה הטור הה

𝑔(𝑥) =
1

1 − (−𝑥)
=

1

1 + 𝑥
 

 כעת

 נחשב את הטור השני שוב באמצעות הטלסקופיות

1

(𝑛 + 𝑥)(𝑛 + 𝑥 + 1)
=

1

𝑛 + 𝑥
−

1

𝑛 + 𝑥 + 1
 

𝑛י הצבת לפי החישוב בסעיף הראשון ע" + 𝑥 בפירוק 

1

𝑡(𝑡 + 1)
=
1

𝑡
−

1

𝑡 + 1
 

𝑆𝑛(𝑥) =
1

(1 + 𝑥)(2 + 𝑥)
+

1

(2 + 𝑥)(3 + 𝑥)
+ ⋯+

1

(𝑛 + 𝑥)(𝑛 + 𝑥 + 1)
= 

=
1

𝑥 + 1
−

1

𝑥 + 2
+

1

𝑥 + 2
−

1

𝑥 + 3
+⋯+

1

𝑛 + 𝑥
−

1

𝑛 + 𝑥 + 1
=

1

1 + 𝑥
−

1

𝑛 + 𝑥 + 1
→

1

1 + 𝑥
 

 משל.

𝑓:ℝ2הי ת .3 → ℝ  פונקציה דיפרנציאבילית המקיימת לכל𝑥, 𝑦 ∈ ℝ  כי 

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = −𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) 

,𝑓(𝑡הוכיחו כי הפונקציה  .א 𝑡)  קבועה לכל𝑡 ∈ ℝ. 

ℎ(𝑡)נסמן  = 𝑓(𝑡, 𝑡) ס תמיד, ולכן היא קבועה תמידונראה כי נגזרתה שווה אפ 

ℎ′(𝑡) = 𝑓𝑥(𝑡, 𝑡) ⋅ 1 + 𝑓𝑦(𝑡, 𝑡) ⋅ 1 = −𝑓𝑦(𝑡, 𝑡) + 𝑓𝑦(𝑡, 𝑡) = 0 

,𝑥וכיחו כי לכל  ה .ב 𝑦 ∈ ℝ מתקיים כי 𝑓(𝑥 − 𝑦, 0) = 𝑓(𝑥, 𝑦).  

,𝑓(𝑡)רמז: הביטו ב  𝑡 + 𝑦 − 𝑥).) 

 בפונקציה  מזת הרנביט, בעקבו

𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑡 + 𝑦 − 𝑥) 

 ,נציב



𝑔(𝑥 − 𝑦) = 𝑓(𝑥 − 𝑦, 0) 

 נציב גם ,עכשיו אני ממש חושב שאנחנו בכיוון

𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 קבועה תמיד! נגזורה 𝑔אז רק נותר להוכיח כי  

𝑔′(𝑡) = 𝑓𝑥(𝑡, 𝑡 + 𝑦 − 𝑥) ⋅ 1 + 𝑓𝑦(𝑡, 𝑡 + 𝑦 − 𝑥) ⋅ 1 = 

= −𝑓𝑦(𝑡, 𝑡 + 𝑦 − 𝑥) + 𝑓𝑦(𝑡, 𝑡 + 𝑦 − 𝑥) = 0 

 ש.למ.

,𝑓(𝑥ביט בפונקציה נ .4 𝑦) = 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 

,𝑓(𝑥מצאו ומיינו את הנקודות הקריטיות של   .א 𝑦) .)מקס' מקומי, מינ' מקומי, אוכף( 

 רדיאנט מתאפס ' בהן הגנק' קריטיות הן נק

𝑓𝑥 = 2𝑥 + 𝑦 

𝑓𝑦 = 𝑥 + 2𝑦 

𝑓𝑥 = 0 

𝑓𝑦 = 0 

{
2𝑥 + 𝑦 = 0
𝑥 + 2𝑦 = 0

 

𝑥 = −2𝑦 

−4𝑦 + 𝑦 = 0 

𝑦 = 0 

𝑥 = 0 

 (0,0)הנק' החשודה היחידה היא  

 זרות השניותכעת נחשב את הנג

𝑓𝑥𝑥 = 2 

𝑓𝑥𝑦 = 1 

𝑓𝑦𝑦 = 2 

Δ(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑥𝑥𝑓𝑦𝑦 − 𝑓𝑥𝑦
2 = 2 ⋅ 2 − 1 = 3 > 0 

 יצאה קבועה. Δבנו את הנק החשודה כי  צהשימו לב, לא  לכן זה קיצון מקומי!

 לא זאת בלבד, אלא 



𝑓𝑥𝑥(0,0) = 2 > 0 

 לכן מדובר במינימום מקומי.

,𝑓(𝑥צאו את הערך המקסימלי והערך המינימלי של מ .ב 𝑦)  בתחום𝐷 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1}. 

 חשודה והיא בפנים התחום.  (0,0)מצאנו  –צריך למצוא נקודות חשודות בפנים התחום 

 קודות חשודות על שפת התחוםצריך למצוא נ

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 − 1 

 כקו הגובהשפת התחום נתנת 

𝑔(𝑥, 𝑦) = 0 

,𝑔(𝑥∇בהן   ל השפהע נק' חשודות הן נקודות 𝑦) =  אנז' ואות כופלי לגרות ממשואו נקודות שמתקבל (0,0)

∇𝑔(𝑥, 𝑦) = (2𝑥, 2𝑦) 

היא  הנק' היחידה שבה הגרדיאנט הזה מתאפס אינה בשפת התחום, ממילא היא כבר חשודה אבל אני אומר את זה שתדעו שאם  

 שד בה. לא הייתה חשודה, לא הייתי חו

𝑓𝑥 = 𝜆𝑔𝑥 

𝑓𝑦 = 𝜆𝑔𝑦 

𝑔 = 0 

 קיבלנו את מערכת המשוואות הבאה 

{

2𝑥 + 𝑦 = 𝜆2𝑥
𝑥 + 2𝑦 = 𝜆2𝑦

𝑥2 + 𝑦2 = 1

 

 שנייההמשוואה המ 𝑥נבודד את 

𝑥 = 2𝑦(𝜆 − 1) 

𝑦 = 2𝑥(𝜆 − 1) 

𝑦 = 4𝑦(𝜆 − 1)2 

𝑦(1 − 4(𝜆 − 1)2) = 0 

𝑦לכן   = 1או  0 − 4(𝜆 − 1)2 = 0 

𝑦אם  = 𝑥ה  מהמשוואה השניי אז 0 =  קיימת את המשוואה השלישית(.ולכן נק' זו לא על השפה )לא מ 0

 לכן 

4(𝜆 − 1)2 = 1 



𝜆 − 1 = ±
1

2
 

𝜆 =
3

2
,
1

2
 

𝜆אם  =
1

2
 אז 

{

2𝑥 + 𝑦 = 𝑥
𝑥 + 2𝑦 = 𝑦

𝑥2 + 𝑦2 = 1
 

𝑥 = −𝑦 

(−𝑦)2 + 𝑦2 = 1 

𝑦2 =
1

2
 

𝑦 = ±
1

√2
 

 בלנו שתי נקודותוקי

(
1

√2
, −

1

√2
) , (−

1

√2
,
1

√2
) 

𝜆כעת נציב  =
3

2
 ונקבל 

{

2𝑥 + 𝑦 = 3𝑥
𝑥 + 2𝑦 = 3𝑦

𝑥2 + 𝑦2 = 1
 

𝑥 = 𝑦 

 זוג נקודותולכן באופן דומה נוספות 

(
1

√2
,
1

√2
) , (−

1

√2
, −

1

√2
) 

 נק' חשודות, נציב את כולן  5סה"כ 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 

𝑓(0,0) = 0 

𝑓 (±
1

√2
,±

1

√2
) =

1

2
+
1

2
±
1

2
=
1

2
או 
3

2
 

ימלי הוא  ך המקסוהער 0סה"כ הערך המינימלי הוא  
3

2
 



 להלן אילוסטרציה:

 

 

 

𝐷הי בית שתחום הרצפה שלו הוא  י .5 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥2 + 𝑦2 ≤ ,𝑓(𝑥וגובה התקרה שלו הוא  {1 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2. 

 הפנים הכולל של הבית )רצפה, קירות ותקרה(. מצאו את שטח 

 .𝜋נתחיל ברצפה, שהיא קלה במיוחד, כיוון שמדובר במעגל היחידה מרדיוס אחד שטחו  

 מסביב לשטח הבית היא כמובן מעגל היחידה, וניתנת בפרמטריזציה  𝐶נעבור לקירות, המסילה  

𝑟(𝑡) = (cos(𝑡) , sin(𝑡)), 𝑡 ∈ [0,2𝜋] 

,𝑓(𝑥של פונקצית הגובה   𝐶שטח הקירות הוא בעצם האינטגרל הקווי מסוג ראשון במישור על המסילה  𝑦) 

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑟
𝐶

= ∫ 𝑓(cos(𝑡) , sin(𝑡)) ⋅ √(− sin(𝑡))2 + cos2(𝑡) 𝑑𝑡
2𝜋

0

= ∫ (cos2(𝑡) + sin2(𝑡)⏟          
1

)√1𝑑𝑡
2𝜋

0

= 2𝜋 

 3𝜋עד כה שטח הפנים הוא 

 .1על משטח התקרה של הפונקציה הקבועה מסוג ראשון כעת נעבור לשטח הפנים של התקרה, ולצורך זה נחשב אינטגרל משטחי 

 פרמטריזצית משטח התקרה נתונה על ידי

𝑠(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦)),   (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 

 זו הצורה הכללית לפרמטריזציה של גרף פונקציה בתחום נתון.

 𝑀נסמן את המשטח ב

𝑀 = {(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))|(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷} 

 האינטגרל המשטחי הוא 

∬ 1𝑑𝑆
𝑀

=∬1 ⋅ |𝑠𝑥 × 𝑠𝑦|𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

 



𝑠𝑥 × 𝑠𝑦 = det (

𝑖 𝑗 𝑘
1 0 𝑓𝑥
0 1 𝑓𝑦

) = (−𝑓𝑥 , −𝑓𝑦, 1) 

|𝑠𝑥 × 𝑠𝑦| = √𝑓𝑥
2 + 𝑓𝑦

2 + 1 =
ובמקרה  שלנו

√(2𝑥)2 + (2𝑦)2 + 1 

∬ 1𝑑𝑆
𝑀

=∬√1 + 4(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

=
קואורדינטות קוטביות

∫ (∫ √1 + 4𝑟2 ⋅ 𝑟𝑑𝑟
1

0

)𝑑𝜃
2𝜋

0

= 2𝜋∫ √1 + 4𝑟2 ⋅ 𝑟𝑑𝑟
1

0

= 

= {

𝑡 = 1 + 4𝑟2

𝑑𝑡 = 8𝑟𝑑𝑟
1

8
𝑑𝑡 = 𝑟𝑑𝑟

} =
2𝜋

8
∫ √𝑡𝑑𝑡
5

1

=
𝜋

4
∫ 𝑡

1
2𝑑𝑡

5

1

=
𝜋

4
[
𝑡
3
2

3
2

]

1

5

=
𝜋

6
(5
3
2 − 1) 

 סה"כ שטח הפנים הכולל הוא 

3𝜋 +
𝜋

6
(5
3
2 − 1) 

 

 נראה כעת דרך אחרת לחישוב שטח הפנים של התקרה עם פרמטריזציה אחרת.

𝑠(𝑟, 𝜃) = (𝑟 cos(𝜃) , 𝑟 sin(𝜃) , 𝑟2) 

(𝑟, 𝜃) ∈ [0,1] × [0,2𝜋] 

 בפרמטריזציה זו הפרמטרים מגיעים ממלבן, ולא נצטרך לבצע שינוי קואורדינטות.

∬ 1𝑑𝑆
𝑀

= ∫ (∫ 1 ⋅ |𝑠𝑟 × 𝑠𝜃|𝑑𝜃
2𝜋

0

)𝑑𝑟
1

0

 

𝑠𝑟 × 𝑠𝜃 = det (

𝑖 𝑗 𝑘

cos(𝜃) sin(𝜃) 2𝑟
−𝑟 sin(𝜃) 𝑟 cos(𝜃) 0

) = (−2𝑟2 cos(𝜃) , −2𝑟2 sin(𝜃) , 𝑟 cos2(𝜃) + 𝑟 sin2(𝜃)) = 

= (−2𝑟2 cos(𝜃) , −2𝑟2 sin(𝜃) , 𝑟) 

 לכן 

|𝑠𝑟 × 𝑠𝜃| = √4𝑟
4 cos2(𝜃) + 4𝑟4 sin2(𝜃) + 𝑟2 = √4𝑟4 + 𝑟2 = √1 + 4𝑟2𝑟 



 וחזרנו בדיוק לאותו האינטגרל!

 נביט במשטחים .6

𝑀 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑧 = √1 − 𝑥2 − 𝑦2} 

𝑇 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1, 𝑧 = 0} 

 ובשדה הוקטורי 

𝐹⃗ = 𝑥3𝑖̂ + 𝑦3𝑗̂ + 𝑧3𝑘̂  

 הקדמה: 

𝑀היא   𝑉לפי משפט גאוס המעטפת של חצי הספירה  ∪ 𝑇 ולכן 

∬ 𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑀∪𝑇

=∭𝑑𝑖𝑣(𝐹⃗)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

 

נורמל בשני הסעיפים הוא בדיוק בכיוון הרצוי  מחברי השאלה( הבזכות בגאוס הנורמל צריך להיות כלפי חוץ התחום ולמזלנו )או 

 כלומר סה"כ 

∭𝑑𝑖𝑣(𝐹⃗)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

=∬ 𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑀⏟      

סעיף  ב

+∬𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑇⏟      
סעיף  א

 

 לאחר שנחשב את הסכום, נוכל לפתור רק את אחד הסעיפים )כנראה את סעיף א' שהרי המשטח שם קל בהרבה( 

𝑑𝑖𝑣(𝐹⃗) = ∇ ⋅ 𝐹⃗ = 𝑃𝑥 + 𝑄𝑦 + 𝑅𝑧 = 3𝑥
2 + 3𝑦2 + 3𝑧2 

 צריך לחשב את

3∭(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

 

 חצי ספירה, נעבור באופן טבעי לקואורדינטות כדוריות  𝑉כיוון ש 

𝜃 ∈ [0,
𝜋

2
] 

 )כי מדובר בחצי העליון של הספירה( 

𝜑 ∈ [0,2𝜋] 

𝑟 ∈ [0,1] 

3∭(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

= 3∫ ∫ ∫ 𝑟2 ⋅ 𝑟2sin (𝜃)𝑑𝑟
1

0

𝑑𝜑
2𝜋

0

𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

 𝑟ראשית נחשב את האינטגרל הפנימי לפי  



∫ 𝑟4𝑑𝑟
1

0

= [
𝑟5

5
]
0

1

=
1

5
 

 הוא  𝜑שנית האינטגרל לפי 

∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0

= 2𝜋 

 נותרנו עם

6

5
𝜋∫ sin(𝜃) 𝑑𝜃

𝜋
2

0

=
6𝜋

5
[− cos(𝜃)]0

𝜋
2 =

6𝜋

5
[− cos (

𝜋

2
) + cos (0)] =

6𝜋

5
 

  שלילי. 𝑧, בכיוון הנורמל בעל רכיב ציר  𝑇חשבו את עוצמת הזרימה של השדה דרך המשטח   .א

 נחשב פרמטריזציה של המשטח

𝑠(𝑟, 𝑡) = (𝑟 cos(𝑡) , 𝑟 sin(𝑡) , 0) 

𝑟 ∈ [0,1] 

𝑡 ∈ [0,2𝜋] 

∬𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑇

= ±∫ ∫ 𝐹⃗(𝑠(𝑟, 𝑡)) ⋅ (𝑠𝑟 × 𝑠𝑡)𝑑𝑡
2𝜋

0

𝑑𝑟
1

0

 

 כאשר הסימן יקבע לפי הדרישה כי הנורמל יהיה כלפי מטה.

 נתחיל לחשב דברים 

𝐹⃗(𝑠(𝑟, 𝑡)) = (𝑟3 cos3(𝑡) , 𝑟3 sin3(𝑡) , 0) 

 וכבר עכשיו רואים שהתוצאה היא אפס, אבל בכל זאת נמשיך.  (∗,0,0)הנורמל יהיה מהצורה   𝑥𝑦כיוון שהמשטח כולו מוכל במישור  

𝑠𝑟 × 𝑠𝑡 = det (

𝑖 𝑗 𝑘
cos (𝑡) sin (𝑡) 0

−𝑟 sin (𝑡) 𝑟 cos(𝑡) 0
) = (0,0, 𝑟) 

 ולכן עוצמת הזרימה היא 

∬𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑇

= ∫ ∫ (𝑟3 cos3(𝑡) , 𝑟3 sin3(𝑡) , 0) ⋅ (0,0, −𝑟)𝑑𝑡
2𝜋

0

𝑑𝑟
1

0

= 0 

 

 . חיובי 𝑧, בכיוון הנורמל בעל רכיב ציר  𝑀חשבו את עוצמת הזרימה של השדה דרך המשטח   .ב

לפי ההקדמה, אינטגרל זה שווה ל  
6𝜋

5
וסכום הוא  0כי האינטגרל בסעיף א' יצא  

6𝜋

5
. 



 ישירות.בואו נשתגע ונחשב את האינטגרל הזה 

 פרמטריזציה למשטח:

𝑠(𝜃, 𝜑) = (1 ⋅ sin(𝜃) cos(𝜑) , 1 ⋅ sin(𝜃) sin(𝜑) , 1 ⋅ cos(𝜃)) 

𝜃 ∈ [0,
𝜋

2
] 

𝜑 ∈ [0,2𝜋] 

∬ 𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑀

= ∫ ∫ 𝐹⃗(𝑠(𝜃, 𝜑)) ⋅ (𝑠𝜃 × 𝑠𝜑)𝑑𝜑
2𝜋

0

𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

 ראשית נחשב את

𝐹⃗(𝑠(𝜃, 𝜑)) = (sin3(𝜃) cos3(𝜑) , sin3(𝜃) sin3(𝜑) , cos3(𝜃)) 

 כעת למכפלה הוקטורית 

𝑠𝜃 × 𝑠𝜑 = det(

𝑖 𝑗 𝑘

cos(𝜃) cos(𝜑) cos(𝜃) sin(𝜑) − sin(𝜃)

− sin(𝜃) sin(𝜑) sin(𝜃) cos(𝜑) 0
) = 

= (sin2(𝜃) cos(𝜑) , sin2(𝜃) sin(𝜑) , cos(𝜃) cos(𝜑) sin(𝜃) cos(𝜑) + cos(𝜃) sin(𝜑) sin(𝜃) sin(𝜑)) = 

= (sin2(𝜃) cos(𝜑) , sin2(𝜃) sin(𝜑) , cos(𝜃) sin(𝜃)) 

∫ ∫ 𝐹⃗(𝑠(𝜃, 𝜑)) ⋅ (𝑠𝜃 × 𝑠𝜑)𝑑𝜑
2𝜋

0

𝑑𝜃

𝜋
2

0

=
𝑊𝑂𝐿𝐹𝑅𝐴𝑀

 
6𝜋

5
 

 

 


