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����� y ���� ����� ���� ��� ,Dp+1�� ��� Dp�� ����� L ���������
������� ���� — 2y �� ��� .Dp �� ������ �� �� Dp+m+1 �� ������
�� �� �� ,������������ ������� �� ����� ���� �� —y �� ���� �����
�� :������ ����� ���) ��������� ������� �� ����� 2y � y = y �����
��������� ������� �� ���� ����������� ������� ������� ��� ��� ����
L �� ������ ���� �� p + m ���� y�� ������ �� ���� ��� (������

.Dp+1�� ����� ���

��� �� ������� ����������� �������������� ��������� .3

cosh(x) =

1

2

ex +

1

2

e�x

sinh(x) =

1

2

ex � 1

2

e�x

������� �� ���� (�)

d

dx
cosh(x) = sinh(x)

d

dx
sinh(x) = cosh(x)

������ (f(x), g(x)) �������� ��� �� �� ���� (�)

f 0
(x) = g(x)

g0(x) = f(x)

sinh(x) �� ��������� ������� ����) e�x�� ex �� ��������� ������� ��
.(cosh(x)��

������ (a(x), b(x)) �������� ��� �� �� ���� (�)

a0(x) = b(x)

b0(x) = �a(x)
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.cos(x)�� sin(x) �� ��������� ������� ��

:�����
—���� ����� ,���� ���� (�)

d

dx
cosh(x) =

d

dx

✓
1

2

ex +

1

2

e�x

◆

=

1

2

ex +

1

2

(�e�x

) = sinh(x)

d

dx
sinh(x) =

d

dx

✓
1

2

ex � 1

2

e�x

◆

=

1

2

ex � 1

2

(�e�x

)

=

1

2

ex +

1

2

e�x

= cosh(x)

������� �� ����� ���� ����� ��� ������� .������ ����� ��� (�)
:������ ������ �� ����� ���� ���������

✓
f 0

g0

◆
=

✓
0 1

1 0

◆✓
f
g

◆

������� �� �������� �������� �� �����

0 =

����
�� 1

1 ��

���� = �2 � 1

������ �������� ����� ���� �� ���� .� = ±1 ������ ��

v1 =

✓
1

1

◆

v�1 =

✓
1

�1

◆

��� ������ ����� ������ ����
✓
f
g

◆
= C1

✓
1

1

◆
ex + C2

✓
1

�1

◆
e�x

cosh(x) �� ��������� ������� �� ����) e�x�� ex �� ��������� ������� ���
.(sinh(x)��

������� ����� �� �� ������ ����� ��� ������ ����

f 00
= f

��� ����� ������ ���� ,����� ������� ������� ���� ���� ���� ,2 ����
���

f(x) = C1e
x

+ C2e
�x

6



�� ���� ����

g(x) = f 0
(x) = C1e

x � C2e
�x

������ ��������� ������� �� ���� ��) ������ ������ �� ������
(...������� �� ������� ���������

��� ������ ��� �� ,������ ����� ��� ���� (�)
✓
a0

b0

◆
=

✓
0 1

�1 0

◆✓
a
b

◆

������� ������� ����

0 =

����
�� 1

�1 ��

���� = �2
+ 1

������ �������� �� ,� = ±i ������ ��

v
i

=

✓
i
�1

◆

v�i

=

✓
i
1

◆

���� �������� ��� ����� ������ ���

✓
a
b

◆
= C1

✓
i
�1

◆
eix + C2

✓
i
�1

◆
eix

���� ����� ���� ���� ��� ����� ��

Re

✓
a
b

◆
= Re

✓
ieix

�eix

◆
= Re

✓
i cos(x)� sin(x)
� cos(x)� i sin(x)

◆

=

✓
� sin(x)
� cos(x)

◆

Im

✓
a
b

◆
= Im

✓
ieix

�eix

◆
= Im

✓
i cos(x)� sin(x)
� cos(x)� i sin(x)

◆

=

✓
cos(x)
� sin(x)

◆

��� ����� ����� ������ ����
✓
a
b

◆
= C1

✓
� sin(x)
� cos(x)

◆
+ C2

✓
cos(x)
� sin(x)

◆

.cos(x)�� sin(x) �� ��������� ������� ���
������� ������ ������ ������ ����� �� ���� ,���� ����� ���

a00 = �a
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������ ���� ,� = ±i ������ �� ����� ������� ������� ���� ���� ,2 ����
��� �����

a(x) = A cos(x) +B sin(x)

���� �����

b(x) = a0(x) = �A sin(x) +B cos(x)

.(B = �C1 ,A = C2 ����� ���) ������ ������ �� ������

.4

������ �� ����� ������ �� ��� (�)

y01 = � 1

x
y1

y02 = y1 +
1

x
y2

������ �� ����� ������ �� ��� (�)

y01 = � 1

x
y1 + 3x

y02 = y1 +
1

x
y2 + x2

:�����
������� �������� ����� ��� ������ ��� .����� ����� 2 (�����) �� (�)
����� —���� ���� ���� ����� ���� ��� ,y2 �� ����� ��� y1�� �� �����
����� ��� ����� ����� ���� ,����� ���� �������� �������� ������ ��

:������

dy1
dx

= � 1

x
y1

dy1
y1

= �dx

xˆ
dy1
y1

= �
ˆ

dx

x

ln(y1) = � ln(x) + C = ln

✓
1

x

◆
+ C

y1(x) = K
1

x

8



����� ���� ������ ����� ,������ ������� �� ����� ����� ���� �����
: y2�� ��������

y02 = y1 +
1

x
y2

y02 �
1

x
y2 = K

1

x
1

x
y02 �

1

x2
y2 =

K

x2
✓
1

x
· y2

◆0
=

K

x2

1

x
· y2 =

ˆ
K

x2
dx = �K

x
+ C

y2(x) = �K + Cx

���� ����� ������ �� �������

y1(x) =

K

x
y2(x) = �K + Cx

���������� ���� ����� ������� �� .C,K 2 R ��������� ������ ����

I(x) = e
´
� 1

x

dx

= e� ln(x)
= eln(1/x) =

1

x

��� �� ���� ����� ;y2 ���� ����� ���� ��������� ������� �� ����� ���
,������ ����� ���) y2,h(x) = Cx �������� ������� ������ ��������

������� y2(x) = C(x) · x ������ ���� ����� (������

y02 =

K

x
+

1

x
y2

C 0
(x) · x+ C(x) =

K

x
+

1

x
· C(x)x =

K

x
+ C(x)

C 0
(x) · x =

K

x

C 0
(x) =

K

x2

C(x) = �K

x
+

˜C

������ ������

y2(x) = C(x) · x =

✓
�K

x
+

˜C

◆
x = �K +

˜Cx

.���� ������ �� ������
������� �� ���� y1(x) = 0�� ���������� ���� ����� ��� ���� ���
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���� �������� �������� ������ ���� ����� ������� ������ ,�������
���� ������ ������� ,y2 ���� (������ ������) �����

y1(x) = 0

y2(x) = x

��������� ������ ������ ����� �����
✓
y01
y02

◆
=

✓
� 1

x

0

1

1
x

◆✓
y1
y2

◆

����� ����� ����� ,������ Tr

✓
� 1

x

0

1

1
x

◆
= 0 ������� ���� �� ����

���� �� .���� ������ ����� ��� ������

D =

����
0 y1
x y2

���� = �x · y1

����� ,���� ��� D�� ����� ������ ����

D = �x · y1

y1(x) = �D

x

��� ����� ������� ����� ����� ,(������ ������ ���) ���� ��� D ����
���� ���� ���� �� ������ �� ����� .���� ������ ��� y2 ���� �����
,����� ������� ����� ��� ���� ������� ������� �� ����� ����� ������
������ ������ ������ �� ���� ������ ,�������� �� �� ��� ��� ��� ���

.���
����� �� �����) ����� ����� ��� ���� ������������ ������ ������ (�)
���������� ��������� ������ �������� ���� ���� .(?���� �� �����

(������)
✓
y1
y2

◆
=

✓
0

x

◆

✓
z1
z2

◆
=

✓
1/x
�1

◆

���������� �������� ������ �� �������

Y =

✓
0 1/x
x �1

◆

:������ �� �����

Y �1
=

1

detY

✓
�1 �1/x
�x 0

◆
=

✓
1 1/x
x 0

◆

��� ����������� ����
����
0 1/x
x �1

���� = 0 · (�1)� x · 1
x
= 0� 1 = �1
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������������ ������� Y

✓
C1(x)
C2(x)

◆
����� ������ ���

✓
y01(x)
y02(x)

◆
=

✓
� 1

x

0

1

1
x

◆
+

✓
3x
x2

◆

�����
✓
C 0

1(x)
C 0

2(x)

◆
= Y �1

✓
3x
x2

◆

=

✓
1 1/x
x 0

◆✓
3x
x2

◆

=

✓
3x+

1
x

· x2

3x2

◆

=

✓
4x
3x2

◆

������� ��

C1(x) =

ˆ
4xdx = 2x2

+K1

C2(x) =

ˆ
3x2dx = x3

+K2

����
✓
y1(x)
y2(x)

◆
= Y

✓
2x2

+K1

x3
+K2

◆

=

✓
0

1
x

x �1

◆✓
2x2

+K1

x3
+K2

◆

=

✓
x2

+

K2
x

2x3
+K1x� x3 �K2

◆

=

✓
x2

+

K2
x

x3
+K1x�K2

◆

������� ,���� y01+
1
x

y1 = 3x ������� ������� �� ����� ��� ����� ���
���� ��� ������ ���������� ���� ����� ���� ,����� ���� ��������

����� ���� I(x) = e
´

1
x

dx

= eln(x) = x

xy01 + y1 = 3x2

(x · y1)0 = 3x2

xy1 = x3
+K1

y1(x) = x2
+

K1

x
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���� ������ ������� �� ����� ����� ���� ����� .���� ������ �����
����� ���� ����������� ��������� ������� ���� �����

y02 = y1 +
1

x
y2 + x2

= x2
+

K1

x
+

1

x
y2 + x2

y02 �
1

x
y2 = 2x2

+

K1

x

������� I(x) = e
´
� 1

x

dx

= e� ln(x)
=

1
x

��� ���������� ���� ��

1

x
y02 �

1

x2
y2 = 2x+

K1

x2
✓
1

x
y2

◆0
= 2x+

K1

x2

1

x
y2 = x2 � K1

x
+K2

y2(x) = x3 �K1 +K2x

(K1,K2 ������� ������ ��) ���� ������ �� ������
��� .����� �������� ������ ����� ���� ����� ���� ����� ��� ��� :����
������� ������� ���� ����� ���� �� ���� ������) ���� ��� �� ��
�� ������ ��� ���� ����� ���� ����� ���� �� ��� �� ,(����� ����� ���

��� �� ,������ �� ������� ���� �� ���� ��� ����� —

✓
3x
x2

◆
�������

������ ,D3 ��� ����� ����� x3 ����� ���� ����� ������ ,����� !�� ����

.

✓
3x
x2

◆
������� ��

������� �� ���� .5

2xy00 + y0 + (3� 2x)y = 0

.x = 0 �� ������

:�����
x = 0 ������ �� ����� ���� �� ,�������� �������� ����� ����� ,�� ����

��������� ����� ������� �� ����� ����

y00 +
1

2x
y0 +

3� 2x

2x
y = 0

���������� ��� x = 0 ������ ��� ��� ��� ,0�� �������� ���� ������� �����
�������� �������� ���� ,�������
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x · 1

2x
=

1

2

x2 · 3� 2x

2x
=

3

2

x� x2

������ ��������� ����� ������ ���� ��� .x = 0 �� ������ �������� ��
.����� ��� �������

����� ����

y(x) =

1X

n=0

a
n

xn+↵

y0(x) =

1X

n=0

(n+ ↵)a
n

xn+↵�1

y00(x) =

1X

n=0

(n+ ↵)(n+ ↵� 1)a
n

xn+↵�2

���� ��� ������� ����

0 = 2x

1X

n=0

(n+ ↵)(n+ ↵� 1)a
n

xn+↵�2
+

1X

n=0

(n+ ↵)a
n

xn+↵�1
+ (3� 2x)

1X

n=0

a
n

xn+↵

=

1X

n=0

[2(n+ ↵)(n+ ↵� 1) + (n+ ↵)] a
n

xn+↵�1
+ 3

1X

n=0

a
n

xn+↵ � 2

1X

n=0

a
n

xn+↵+1

= [2↵(↵� 1) + ↵] a0x
↵�1

+ ([2(↵+ 1)↵+ (↵+ 1)]a1 + 3a0)x
↵

+

1X

n=0

([2(n+ ↵+ 2)(n+ ↵+ 1) + (n+ ↵+ 2)]a
n+2 + 3a

n+1 � 2a
n

)xn+↵+1

������) ����� ������ ����� ��� x↵�1 ����� ����� ����� ������� ������
(a0 6= 0

0 = 2↵(↵� 1) + ↵ = 2↵2 � ↵ = ↵(2↵� 1)

��� ���� ���� ,��� ���� ���� ↵1 � ↵2 /2 Z ����� .↵1 = 0,↵2 =

1
2 �������

.������� ��� �� ���� ��� ,�������� ���� �������
����� ,x = 0 �� ������ ������ �� ������ �� ���) .↵1 = 0 ���� ���� ����

������� �� ���� x↵

= x0 ������ ���� ������ .(...��������� �������

0 = [2(↵+ 1)↵+ (↵+ 1)] a1 + 3a0

= [2 · 1 · 0 + 1]a1 + 3a0 = a1 + 3a0

a1 = �3a0

������ �������� ������ �� ���� ,n � 0 ���� xn+1 ������� ����

0 = [2(n+ 2)(n+ 1) + (n+ 2)] a
n+2 + 3a

n+1 � 2a
n

= (n+ 2)(2n+ 3)a
n+2 + 3a

n+1 � 2a
n

a
n+2 =

2a
n

� 3a
n+1

(n+ 2)(2n+ 3)
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.y1(x) =
P1

n=0 anx
n ������ ��� �� ������� �� �������

����� x↵

= x1/2 ���� �� ������� ���� ,↵2 =

1
2 ����

0 = [2(↵+ 1)↵+ (↵+ 1)] a1 + 3a0

= [2 · 3
2

· 1
2

+

3

2

]a1 + 3a0

= 3a1 + 3a0

a1 = �a0

�������� ������ �� ���� ,n � 0 ���� xn+ 3
2 ����

0 = [2(n+ 2.5)(n+ 1.5) + (n+ 2.5)]a
n+2 + 3a

n+1 � 2a
n

= (n+ 2.5)(2n+ 4)a
n+2 + 3a

n�1 � 2a
n

a
n+2 =

2a
n

� 3a
n�1

(2n+ 5)(n+ 2)

.y2(x) = x1/2
P1

n=0 anx
n ���� ������ ������� �� �������

����� ������ ,y2�� y1 ������ �� ������� �� �������� ��������� ������
��� �������

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x)

a0 ������� ����� ����� ������ �������� ���� y(x) = y1(x) + y2(x) ��)
(....������� ��� �� ��

.(0 ���� ��� ��������) J0(x) �� ���� ����� ���� ������ ���� .6

0 ���� ��� ������ �� ���� J0 �� ���� (�)

x2J 00
0 + xJ 0

0 + x2J0 = 0

����� ���� ����� ��� x�� ����

xJ 00
0 + J 0

0 + xJ0 = 0

������� �� ����) .������ ��� �� ���� ����� ����

L[y0](s) = sL[y]� y(0)

L[y00](s) = s2L[y]� sy(0)� y0(0)

L[xy](s) = �dL[y]
ds

(.J 0
0(0) = 0 ,J0(0) = 1 ������� ���

��� ,L[J0] ���� ������ (����� ����) ������������ ������� �� ���� (�)
�����

L[J0](s) = C · 1p
s2 + 1
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,�����) ������������ ����� ����� [0,1) �� ����� f ���� ���� (�����) (�)
������ , (|f(x)|  Ce↵x ������� �� C > 0�� ↵ 2 R ������

lim

s!1
s · L[f ](s) = f(0)

���� ,(�) ����� C = 1 ������ ���

L[J0](s) =
1p

s2 + 1

:�����
������� �� ���� ����� ������ ����� ����� (�)

xJ 00
0 + J 0

0 + xJ0 = 0

����� �� ���� ������ ��� ,������� �������� ����� ����� ���� ���
��� �� .L[J0](s) = Y (s) ���� ,����� ����� .��� ����� ,xJ 00

0 ������
:���� ,������� �������

L[xJ 00
0 ](s) = � d

ds
L[J 00

0 ](s)

= � d

ds

�
s2Y (s)� sJ0(0)� J 0

0(0)
�

= � d

ds

�
s2Y (s)� s� 0

�

= �s2Y 0
(s)� 2sY (s) + 1

.s2Y (s) ������ ������ ������� ���� J0(0) = 1, J 0
0(0) = 0 ������� ���

����� ���� ��� ���� �����

0 = L[xJ 00
0 ](s) + L[J 0

0](s) + L[xJ0](s)

=

⇥
�s2Y 0

(s)� 2sY (s) + 1

⇤
+ [sY (s)� 1]� d

ds
Y (s)

= (�s2 � 1)Y 0
(s)� sY (s)

.������ ����� ���� ������������ ������� ����
:������ ������ ����� ���� �������� �������� �� ������(�)

(s2 + 1)Y 0
(s) = �sY (s)

Y 0
(s)

Y (s)
=

�s

s2 + 1ˆ
dY

Y
= �1

2

ˆ
2s

s2 + 1

ds

ln(Y ) = �1

2

ln(s2 + 1) + C = ln

✓
1p

s2 + 1

◆
+ C

Y (s) =

˜C · 1p
s2 + 1
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.�����
���� L[f ](s) �� ����� s ��� ��� —����� ������ ���� ���� ��� (�)
����� ���� ����� f �� ����� ,������ ������� ��� ,����� ��) �����

.(lim
s!1 L[f ](s) = 0 ����� ������������

��� ����� e�sxf(x) �������� ,��� s�� ��� :�� ��� ������������ ������
���� ����� �� ������ �������� ���� ,���� ����

L[f ](s) =
ˆ 1

0
e�sxf(x)dx

e�sx �� ������� ,x = 0�� ������� f(x) �� ����� �� ����� ���� ������
�� ����� ���� .x > 0 ������� f(x) �� �������� ������ �� ������

�������� �� ���� ,���� :������� ��������� �� ������ ���� �������

L[f ](s) =
ˆ

✏

0
e�sxf(x)dx+

ˆ 1

✏

e�sxf(x)dx

:� �� ������������� ����� ���� ���� �������� ���
����s
ˆ 1

✏

e�sxf(x)dx

����  s · sup(f) ·
ˆ 1

✏

e�sxdx

 sup(f) · e�s✏

! 0

���� ���� ��� .✏�� s�� ���� ���� sup(f) ���������� ���� ,s ! 1 ����
������ ��������

����s
ˆ

✏

0
e�sxf(x)dx

���� = sf(0)

ˆ
✏

0
e�sxdx+ sO(✏2)

= f(0)� f(0)e�s✏

+ sO(✏2)

! f(0)

.✏ = s�0.75 ,������ ,���� ��
����� �� ������ �������� ����� ��� ��������� ������ ��� ,���� ���

:����

sL[f ](s) = s

ˆ 1

0
e�sxf(x)dx

= s

✓
�1

s
f(x)e�sx

����
1

0

+

1

s

ˆ 1

0
e�sxf 0

(x)dx

◆

= f(0)� 0 +

ˆ 1

0
e�sxf 0

(x)dx

,������������ ����� ���� ��� �� f 0
(x) ������� ,������� ����� f �� ,�����

����� ��� ��� ,����� ��� .s ! 1 ���� 0�� ���� ���� �������� ���
����� ��� �� ,���� �����) !������������ ����� ���� ��� �������
�� ,������ �������� ����� ��� ��� �� ����� ���� ���� (...����� f��
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���� ,������� ��� �� ��� ���� ��� �� ����� ����� ��� �����������
������ ��� s ! 1 ����� ����� ����� �������� �� �������� ����
�������� �� ���� ��� ����� ������� ���� ���� ���� ,���� ��� �� .����
�� ���� –��������� �� ���� �����) ���� ����� ���� ������� ������

.���� ������ ����� ��� ��������� ������� (���������
����� �� ���� ,���� ���

lim

s!1
sL[f ](s) = f(0)

���� ,J0 ���� ���� ������

1 = J0(0) = lim

s!1
s · L[J0](s)

= lim

s!1
s · C · 1p

s2 + 1

= C · lim

s!1

sp
s2 + 1

= C

������ ������ �� ������� ,C = 1 ����

L[J0](s) =
1p

s2 + 1
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