
 . בקישור הבא אנחנו פותרים את המבחן 

 

 

 נעזר בגבולות הידועים הבאים

lim
𝑥→0

ln(1 + 𝑥)

𝑥
= 1 

lim
𝑥→0

sin(𝑥)

𝑥
= 1 

lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1

𝑥
= 1 

lim
𝑥→0

1 − cos⁡(𝑥)

𝑥2
=
1

2
 

 כעת לתרגיל: 

lim
𝑥→0

ln7(1 + 7𝑥) (1 − cos(3𝑥))

sin4(5𝑥) (𝑒𝑥 − 1)5
= 

= lim
𝑥→0

(
ln(1 + 7𝑥)

7𝑥
)

7

⋅
1 − cos(3𝑥)

(3𝑥)2
⋅ (

5𝑥

sin(5𝑥)
)
4

⋅ (
𝑥

𝑒𝑥 − 1
)
5

⋅
7732

54
= 17 ⋅

1

2
⋅ 14 ⋅ 15 ⋅

7732

54
=

7732

2 ⋅ 54
 

 

 

 

 𝑒כלל ה 

lim𝑓𝑔 = {𝑓 → 1} = 𝑒lim𝑔(𝑓−1) 

lim
𝑥→0

(1 + 𝑥)
sin(

1
𝑥
)
= {𝑒כלל ⁡ה} = 𝑒

lim
𝑥→0

sin(
1
𝑥
)(1+𝑥−1)

= 𝑒
lim
𝑥→0

𝑥⋅sin(
1
𝑥
)
= 𝑒0 = 1 

 דרך אחרת: 

𝑥אם   > 0 

(1 + 𝑥)−1 ≤ (1 + 𝑥)
sin(

1
𝑥
)
≤ (1 + 𝑥)1 

 סנדביץ'! 

https://math-wiki.com/images/7/7e/17Infi1TestB.pdf


 

√2𝑛 (1 + 2
1
𝑛
−𝑛)

𝑛

= 2 ⋅ (1 + 2
1
𝑛
−𝑛)

1
𝑛
= 2 ⋅ (1 + 0)0 = 2 

 

 

 

 ראשית נחשב את גבול איברי הסדרה אם אפשר 

𝑒
1
𝑛2 − 1 → 0 

 כעת נבדוק התכנסות בהחלט 

∑(𝑒
1
𝑛2 − 1) 

∑נבדוק חברות עם  
1

𝑛2
 

𝑒
1
𝑛2 − 1

1
𝑛2

→ 1 

כי  
1

𝑛2
→ limוכן   0

𝑥→0

𝑒𝑥−1

𝑥
= 1 

 הטור הזה מתכנס בהחלט. לכן הם חברים וכיוון שהטור איתו השווינו מתכנס, 

 

  



 

 נעשה מבחן המנה, נחשב את גבול המנה בערך מוחלט 

𝑒(𝑛+1)
2

(𝑛 + 1)!
⋅
𝑛!

𝑒𝑛
2 =

𝑒(𝑛+1)
2−𝑛2

𝑛 + 1
=
𝑒2𝑛+1

𝑛 + 1
→ ∞ 

 , ולכן הטור כולו מתבדר! )הרי הסדרה כלל אינה שואפת לאפס( 1גבול המנה גדול מ

 

 י טורים. את הטור לסכום של שנראשית, נשים לב שאפשר להפריד 

 ידוע. לא   –דר, וסכום של שני מתבדרים ר הוא מתבסכום של שני מתכנסים הוא מתכנס, סכום של מתכנס ומתבד

 

 תרגיל צד: 

 מתכנס בתנאי  𝑏𝑛∑מתכנס בהחלט, אך הטור   𝑎𝑛∑נניח 

𝑎𝑛∑האם הטור   + 𝑏𝑛  ?מתבדר? מתכנס בתנאי? בהחלט 

 

 פתרון: 

 ת הוא מתכנס כסכום של שני מתכנסים, השאלה רק האם הוא מתכנס בהחלט. י ראש

𝑎𝑛∑נב"ש שהטור   + 𝑏𝑛   מתכנס בהחלט. לכן גם 

∑(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) − 𝑎𝑛 

 מתכנס בהחלט, בסתירה.  𝑏𝑛∑, כלומר  מתכנס בהחלט 

 

 ריד את הטור נפ

∑
(−1)𝑛

𝑛
,⁡⁡⁡∑

1

𝑛2
 

 סכום מתכנס בתנאי. הטור הימני מתכנס בהחלט, והשמאל בתנאי ולכן סה"כ ה 

 

  



 הערה: 

 אם היינו הולכים רגיל לגמרי 

∑
(−1)𝑛𝑛2 + 𝑛

𝑛3
 

|
(−1)𝑛𝑛2 + 𝑛

𝑛3
| ≤

𝑛2 + 𝑛

𝑛3
~
1

𝑛
 

 איכשהו   בים להתחכםאז חיי

 

 תוספת: נוכיח שסכום מתכנסים בהחלט הוא מתכנס בהחלט.

,𝑎𝑛∑נתון   ∑ 𝑏𝑛  מתכנסים בהחלט 

|𝑎𝑛 + 𝑏𝑛| ≤ |𝑎𝑛| + |𝑏𝑛| 

 

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 = √𝑎𝑛 − 1 ≥ 0 

 לכן הסדרה עולה. 

 

 תי אפשרי. תים בלתים זה קשה יותר ולעיע להוכיח באינדוקציה שהסדרה עולה, לעיננסה בשביל הקט

𝑎𝑛+1מתקיים כי   𝑛שלכל  צריך להוכיח   ≥ 𝑎𝑛 

𝑎2כי  בדיקה: צ"ל  ≥ 𝑎1 

𝑎2 = 𝑎1 +√𝑎1 − 1 

𝑎2 ≥ 𝑎1 

𝑎1 +√𝑎1 − 1 ≥ 𝑎1 

√𝑎1 − 1 ≥ 0 

 

𝑎𝑛+1עבורו   nיהי  ≥ 𝑎𝑛 

𝑎𝑛+2צ"ל כי   ≥ 𝑎𝑛+1 

𝑎𝑛+1 +√𝑎𝑛+1 − 1 ≥ 𝑎𝑛 +√𝑎𝑛 − 1 

 הסבר למעבר האחרון 

𝑎𝑛+1 ≥ 𝑎𝑛 



𝑎𝑛+1 − 1 ≥ 𝑎𝑛 − 1 

√𝑎𝑛+1 − 1 ≥ √𝑎𝑛 − 1 

 ואז הוכחנו 

𝑎𝑛+2 ≥ 𝑎𝑛+1 

 כפי שצריך. 

 

 א שואפת לאינסוף. י ה בול סופי, אחרתיא מתכנסת לגעיף ב': אם הסדרה חסומה הס

𝑎𝑛נניח שהיא חסומה )במקרה הזה זה ממש נתון( ולכן   → 𝐿 ∈ ℝ 

 יגה, ונראה אם נוכל ללמוד משהו חכם. נשאיף את שני צידי נוסחאת הנס

 . אולי נקבל גבול אפשרי, והוא יהיה חסם, ואז נוכיח באינדוקציה שהוא באמת חסם 

 שכל הגבולות אינם אפשריים מסיבות כאלה או אחרות, ולכן הסדרה אינה חסומה )לא במקרה זה( אולי נקבל 

lim𝑎𝑛+1 = lim𝑎𝑛 +√𝑎𝑛 − 1 

𝐿 = 𝐿 + √𝐿 − 1 

𝐿לכן   = 1 

𝑎1אם   > 𝑎𝑛מתקיים כי   nכל אז ל 1 ≥ 𝑎1 >  ולכן גם  1

𝐿 ≥ 𝑎1 > 1 

 בסתירה. 

𝑎1ולכן נותר בלבד המקרה בו   = 1. 

 

  



 

 

 ה" ושואלים על הגבולות האפשריים שלה. נתון בעצם שהפונקציה "בוכ

 האם ייתכן שפונקציה בוכה ושואפת לאינסוף באינסוף )מימין(  נתחיל בסעיף ב' 

ln(𝑥)  ייתכןבר יות הבאות מפריכות את סעיף ב' ומראות כי הדשתי הפונקצ , √𝑥 

 ות באינסוף הוא אינסוף. הגבול של שתי הפונקציברור ש

 כמו כן נחשב את הנגזרות השניות 

(ln(𝑥))′′ = −
1

𝑥2
< 0 

(√𝑥)
′′
= (

1

2
𝑥−

1
2)

′

= −
1

4
𝑥−

3
2 = −

1

4√𝑥2
3 < 0 

 

 כעת נחזור לסעיף א', וננסה לעשות משהו. 

 זרו לנו. אז כבר דיברנו על קמירות וקעירות שע מה ניתן להסיק מכך שהנגזרת השנייה שלילית?  

 נה יורדת. דבר נוסף, ניתן להסיק שהנגזרת הראשו

𝑐נבחר נקודה כלשהי בקטע   ∈ 𝑥ולכן לכל   (0,1) ≥ 𝑐  מתקיים כי 

𝑓′(𝑥) ≤ 𝑓′(𝑐) 

𝑥ל  ולכ ≤ 𝑐  מתקיים כי 

𝑓′(𝑥) ≥ 𝑓′(𝑐) 

 נעביר אגף 

𝑓′(𝑥) − 𝑓′(𝑐) 

 ונבנה פונקציה

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓′(𝑐)𝑥 

 י נשים לב כ 

ℎ′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) − 𝑓′(𝑐) 

ℎ′(𝑥)  מתקיים כי  ≥ ,0)בתחום   0 𝑐]   וכןℎ′(𝑥) ≤ ,𝑐]בתחום   0 1) 

 .𝑐יש מקסימום בנקודה   ℎולכן ל 

𝑥לכל   ∈ ℎ(𝑥)מתקיים כי   (0,1) ≤ ℎ(𝑐) 

 כלומר 



𝑓(𝑥) − 𝑓′(𝑐)𝑥 ≤ 𝑓(𝑐) − 𝑓′(𝑐)𝑐 

𝑓(𝑥) ≤ 𝑓′(𝑐)𝑥 + 𝑓(𝑐) − 𝑓′(𝑐)𝑐 

 אמנם יש הרבה קבועים משונים, אך סה"כ הפונקציה מימין היא קו ישר. 

 גילינו שהפונקציה שלנו קטנה יותר מישר! 

𝑥כביכול אסימפטוטה אנכית  זה מוביל אותנו לכך שאין אסימפטוטה, כי לישר יש חיתוך עם ה = 1 

 במדויק 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) ≤ lim
𝑥→1−

𝑓′(𝑐)𝑥 + 𝑓(𝑐) − 𝑓′(𝑐)𝑐 = 𝑓′(𝑐) + 𝑓(𝑐) − 𝑓′(𝑐)𝑐 ∈ ℝ 

 ולכן לא ייתכ שהגבול הוא אינסוף. 

 

 הערה: בעצם ההשוואה  

𝑓(𝑥) ≤ 𝑓′(𝑐)𝑥 + 𝑓(𝑐) − 𝑓′(𝑐)𝑐 

 ציה "בוכה". באופן כללי לפונק ואנחנו הוכחנו את זה  𝑐ודה  אומרת שהפונקציה קטנה יותר מהמשיק שלה בנק 

 

 

 במקרה זה יש קשר בין הסעיפים, והסעיף השני יחסית קל. 

 דווקא אתחיל מסעיף ב', כאשר אני מניח שסעיף א' נכון. 

 הגבולות של הפונקציה מסעיף ב' ת נבדוק א

lim
𝑥→∞

sin (
1

𝑥
) +

sin(𝑥)

𝑥
= 0 +

חסומה 

∞
= 0 

lim
𝑥→0+

sin (
1

𝑥
) +

sin(𝑥)

𝑥
=  מתבדר 

הגבולות של  אבל 
sin(𝑥)

𝑥
 עיף א' זו פונקציה חסומה בקטע. באינסוף ובאפס קיימיים וסופיים, ולכן לפי ס  

sin (
1

𝑥
 ת היא חסומה. דאי חסומה בקטע, וסכום של חסומוו (

 

 ור מלרע דומה(. אינה חסומה מלעיל בקטע )הוכחה עב 𝑓כעת סעיף א': נב"ש ש 

𝑛לכן לכל   ∈ ℕ   קיימת נקודה𝑎𝑛 ∈ 𝑓(𝑎𝑛)ש   כך  (∞,0) > 𝑛 



𝑓(𝑎𝑛)בוודאי   →  לפי חצי סנדביץ'  ∞

 

 𝑎𝑘𝑛יש תת סדרה מונוטונית   𝑎𝑛ל 

 בוודאי עדיין 

𝑓(𝑎𝑘𝑛) → ∞ 

 יש שלוש אפשרויות: 

1. 𝑎𝑘𝑛 → ∞ 

2. 𝑎𝑘𝑛 → 0 

3. 𝑎𝑘𝑛 → 𝑐 ∈ (0,∞) 

 כל אחת מן האפשרויות מובילה לסתירה. 

 ת השלישית באפשרו

𝑎𝑘𝑛 → 𝑐 

𝑓(𝑎𝑘𝑛) → 𝑓(𝑐) ≠ ∞ 

 

 נהבאפשרות הראשו

𝑎𝑘𝑛 → ∞ 

𝑓(𝑎𝑘𝑛) → lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) ∈ ℝ 

 תירה באופן דומה כי יש גבול באפס. ושוב קיבלנו סתירה, ובאפשרות הנותרת נקבל ס

 

 

 


