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 11הרצאה 
 

 אפשר להגיש את שתי התרגילים הבאים בעוד שבועיים, המרצה יבדוק ויתן ציון.

1) 𝑓(𝑥) = ||𝑥||
𝛾
, 𝛾 ∈ 2ℕ − 1, 𝑥 ∈ ℝ𝑛 צ"ל .∀𝑟 < 𝛾 ∶ 𝑓 ∈ 𝐶𝑟(ℝ𝑛) ; ∀𝑟 ≥ 𝛾 ∶ 𝑓 ∉ 𝐷𝑟(ℝ𝑛) 

2) 𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥2 + 𝑦2) sin
1

𝑥2+𝑦2
    𝑓(0,0) = 0. 

 𝑓 ∈ 𝐷1(ℝ2) − 𝐶1(ℝ2). 

(𝑎)𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥2 + 𝑦2)2 sin
1

𝑥2 + 𝑦2
 

(𝑏)𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥2 + 𝑦2)3 sin
1

𝑥2 + 𝑦2
 

𝑓מקסימלי כך ש 𝑟מכל מקרה מצא   ∈ 𝐷𝑟(ℝ2) ו𝑟 מקסימלי כך ש𝑓 ∈ 𝐶𝑟(ℝ2). 

 

 טור טיילור
𝑓 ∈ 𝐶𝑟+1(ℝ𝑛) 

𝑓(𝑥) = ∑
1

𝛼!
𝐷𝛼𝑓(𝑎)(𝑥 − 𝑎)𝛼

|𝛼|<𝑟

+ 𝑅𝑟𝑓(𝑎, 𝑥 − 𝑎) 

𝑅𝑟𝑓(𝑎, 𝑥 − 𝑎) = ∑
1

𝛼!
𝐷𝛼𝑓(𝑎 + 𝜃(𝑥 − 𝑎))(𝑥 − 𝑎)𝛼

|𝛼|=𝑟+1

 

 קמורה אזי 𝑈אם 

|𝐷𝛼𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀 

|𝑅𝑟𝑓| ≤
𝑀

(𝑟 + 1)!
(√𝑛)

𝑟+1
||𝑥 − 𝑎||

𝑟+1
 

 הגדרה
𝑎אם לכל  אנליטית 𝑓אומרים שפונ'  ∈ 𝑈  קיים𝛿 >  כך ש  0

𝑓(𝑥) =∑
1

𝛼!
𝐷𝛼(𝑎)(𝑥 − 𝑎)𝛼

𝛼

    𝑥 ∈ 𝐵𝛿(𝑎) 

A(U) = {U −  {קבוצת כל הפונקציות האנליטיות ב

𝑓  אנליטית אם|𝑅𝑟𝑓|
𝑟→∞
→  0. 

lim
𝑟→∞

𝑀𝑟,𝛿
(√𝑛)

𝑟+1

(𝑟 + 1)!
𝛿𝑟+1 = 0 

𝑀𝑟,𝛿 ≔ max
|𝛼|=𝑟+1

sup
𝑥∈𝐵𝛿(𝑎)

|𝐷𝛼𝑓(𝑥)| 
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 דוגמא

𝑓(𝑥) = {𝑒
−

1

||𝑥||
2

           𝑥 ≠ 0
0                     𝑥 = 0

 

𝛼∀בדוק :  ∶ 𝐷𝛼𝑓(0) = 0, 𝑓 ∈ 𝐶∞(ℝ𝑛), 𝑓 לא אנליטית 

 

 קיצונים מקומיים

 הגדרה
Ω ⊂ ℝ𝑛 ;   𝑓: Ω → ℝ 

𝑎אומרים כי  ∈ Ω  אם קיים  מינימום מקומינקודת𝛿 > 𝑥כל שלכל  0 ∈ Ω ∩ 𝐵𝛿(𝑎)  מתקיים𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑎) 

𝑓(𝑥)אם מתקיים  > 𝑓(𝑎)  לכל𝑥 ∈ Ω ∩ 𝐵𝛿(𝑎)  נאמר כי𝑎  מינימום ממשנקודת. 

 

𝑎 ∈ Ω  'אם היא נק' מינימום בפונקציה  מקסימום מקומינק−𝑓. 

𝑎 ∈ Ω  'אם היא נק' מינימום ממש בפונקציה  מקסימום ממשנק−𝑓. 

 

𝑎אם  ∈ Ω  מקסימום או מינימום מקומי נאמר כי𝑎  קיצון מקומינקודת. 

𝑎אם  ∈ Ω max  אוmin  קיצון ממשמקומי ממש נאמר כי היא נקודת. 

 

 דוגמאות
1)  

𝑛 = 2 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 

𝑎 =  .ממש 𝑚𝑖𝑛נקודת  (0,0)

2)   

𝑓(𝑥, 𝑦) = −𝑥2 − 𝑦2 

𝑎 =  ממש 𝑚𝑎𝑥נקודת  (0,0)

3)  

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 

𝑎 = (0,0) 𝑚𝑖𝑛  .לא ממש𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑓(0,0) 
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1) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2 

𝑓(𝑥, 0) > 𝑓(0,0) 

𝑓(0, 𝑦) < 𝑓(0,0) 

 
 

 Saddle pointלנקודה כזאת קוראים נקודת אוכף 

 הגדרה

𝑓:𝑈דיפ'  𝑓אם  → ℝ  בנקודה𝑎  ומתקיים∀𝑗 ∶  
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑎) = 𝑓(𝑎)∇)נקרא נקודה קריטית  𝑎אז  0 = 0) 

 משפט )תנאי הכרחי לקיצון מקומי(

𝑓:Ω → ℝ .𝑎 ∈ Ω
∘

𝑓(𝑎)∇נקודה  𝑎אזי  𝑎דיפ' בנקודה  𝑓נקודת קיצון ו 𝑎. אם  = 0. 

 הוכחה
𝑎  נקודת𝑚𝑖𝑛 (WLOG ה.כב.) 

∃𝛿 > 0 ∶  𝐵(𝑎, 𝛿) ⊂ Ω 

∀x ∈ 𝐵(𝑎, 𝛿): 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑎) 

𝑗ניקח  = 1… . 𝑛  ונגדיר𝜑(𝑡) ≔ 𝑓(𝑎 + 𝑡𝑒𝑗) 

|𝑡| < 𝛿 ∶ 𝑓(𝑎) ≤ 𝑓(𝑎 + 𝑡𝑒𝑗) = 𝜑(𝑡) 

𝑡 = 𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡 𝜑′(0)ולכן לפי למה  𝜑(𝑥)נק' מינימום ל 0 = 0 

0 =
𝑑

𝑑𝑡
|𝑡=0𝑓(𝑎 + 𝑡𝑒𝑗) =

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑎) 

 משמעות גאומטרית
 מישור משיק לגרף משוואה של 

𝑇(𝑎,𝑓(𝑎))(Γ𝑓) ∶  𝑥𝑛+1 − 𝑎𝑛+1 =∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑎)(𝑥𝑗 − 𝑎𝑗)

𝑛

𝑗=1

 

𝑎𝑛+1 = 𝑓(𝑎) 

𝑇(𝑎,𝑓(𝑎))(Γ𝑓)נקודת קיצון אז  𝑎אם  ∶  𝑥𝑛+1 − 𝑎𝑛+1 = 0 ∶ 𝑥𝑛+1 = 𝑎𝑛+1 

 .𝑥𝑛+1מישור מקביל לציר כלומר 

 דוגמא
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 
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 תנאי מספיק לקיצון מקומי

 דיפרנציאל שני

𝑑2𝑓𝑎(ℎ) ≔
𝑑2

𝑑𝑡2
|𝑡=0𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ) 

𝑑

𝑑𝑡
𝑓(𝑎1 + ℎ1, … , 𝑎𝑛 + ℎ𝑛) =∑

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑎 + 𝑡ℎ)ℎ𝑖

𝑛

𝑖=1

 

𝑑2

𝑑𝑡2
|𝑡=0𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ) =∑∑

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
(𝑎)ℎ𝑗ℎ𝑖

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

𝑓 ∈ 𝐶2(𝑈)   ∶    𝑑2𝑓𝑎(ℎ) = ∑
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑗
(𝑎)ℎ𝑖ℎ𝑗

𝑖,𝑗=1

 

 Quadratic Forms תתבניות ריבועיו

 הגדרה )תבנית ריבועית(

𝑄(ℎ) = ∑ 𝑎𝑖,𝑗

𝑛

𝑖,𝑗=1

ℎ𝑖ℎ𝑗 

𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 :כי ניתן לסדר אותם באופן הבא 

𝑄(ℎ) = ⋯𝑎𝑖𝑗ℎ𝑖ℎ𝑗 +⋯+ 𝑎𝑗𝑖ℎ𝑗ℎ𝑖 +⋯ 

𝑎𝑖𝑗ℎ𝑖ℎ𝑗 + 𝑎𝑗𝑖ℎ𝑗ℎ𝑖 = (
𝑎𝑖𝑗 + 𝑎𝑗𝑖

2
)ℎ𝑖ℎ𝑗 + (

𝑎𝑖𝑗 + 𝑎𝑗𝑖

2
)ℎ𝑗ℎ𝑖 

𝑄(ℎ)אזי  = 〈𝐴ℎ, ℎ〉 

 הגדרה
ℎ∀חיובית אם  𝑄כי תבנית ריבועית  אומרים ∈ ℝ𝑛 ∶ 𝑄(ℎ) ≥ 𝑄. נסמן 0 ≥ 0 

 דוגמא
𝑄(ℎ) = ℎ1

2 +⋯+ ℎ𝑛
2      𝐴 = 𝐼     𝑄(ℎ) ≥ 0 

 מסקנה
𝐴𝑇של התבנית מקיימת  𝐴, המטריצה 𝑄(ℎ)תהי  = 𝐴 

 הגדרה
𝑄  חיובית ממש אם∀ℎ ∈ ℝ𝑛 − {0} ∶ 𝑄(ℎ) > 𝑄. נסמן 0 > 0 

 דוגמא
𝑄(ℎ1, ℎ2) = ℎ1

2      𝑄 ≥ 0  𝑄 ≯ 0 

 הגדרה
𝑄( אם Indefiniteנקראת לא שומרת סימן )לא מוגדרת  𝑄התבנית  ≯ 0 ∧ 𝑄 ≮ .+ℎ∃כלומר  0 ℎ− כך ש 

𝑄(ℎ+) > 0,𝑄(ℎ−) < 0 
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 דוגמא
𝑛 = 2 

𝑄(ℎ1, ℎ2) = ℎ1
2 − ℎ2

2 

𝑄(1,0) > 0     𝑄(0,1) < 0 


