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 .tNתאור מסלולים של  :תרגיל
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 :שרשראות מרקוב בזמן רציף
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 .transition semigroup –( למחצה) נקראת חבורת המעבר
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 .שרשראות מרקוב אחידות :הגדרה
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tN  נקרא השעון –תהליך פואסון. 
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)היוצר של שרשרת מרקוב אחידה  :תרגיל )A K I . 

 
  :הגדרה
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 .קיים פתרון והוא יחיד למשוואה האחורית של שרשרת יציבה ושומרת :משפט



 .באתר: הוכחה
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0hובגבול   ל"מקבלים מש. 
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 :תכונת מרקוב
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rסכימה על  S ל"נותנת מש. 

1nנוכיח עבור  p  .תרגיל לבית, באותו האופן, המקרה הכללי. 
 

 

 

 

0 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1

0

1 1

1 0 1 1

,

1 0 1 1

exp 1

| |

|

e

|

| |

xp

s

k

X t s r

iu n iv m

s t s s

n

iv m iu n

s t s s

X k s

s s X

s s s s

m

s s s s

m n

s

E iu X iv X

P X m P X r X m P X n X e e

P X m P X r X m e P X n X e

X r

X

E iv X

r

 







 

 



  
 

              

  
       



       
  





 

 exp
s jX j t sE iu X 
  

   
 

 
 
 
 

 .זמן עצירה :הגדרה
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 , קבוע  :דוגמאות inf 0t tX   .ום הראשון בשנההיום הגש. 

: שלא אותדוגמ sup 0t tX  . היום הגשום האחרון בשנה. 

 

בריחה ממצב \זמן יציאה 0infi t tE iX . 

: זמן חזרה 0infi tt iR t E X i   . 

 
0נתון זמן עצירה  :הגדרה . 

הוא  התהליך אתרי זמן  
0ttX  

. 

הוא  התהליך לפני זמן  
0ttX  

. 

 
 . תכונת מרקוב החזקה :משפט

 .זמן עצירה תהליך מרקוב רציף ו tXיהי 

 .בהינתן תנאי התחלה ת"הן ב השרשראות לפני ואחרי  .א
 .היא שרשרת מרקוב השרשרת אחרי  .ב
 
 
 
 



 :הוכחה

יכול לקבל מספר בן מנייה של ערכים  נניח ש  
1i i

a



)1נשתמש בזהות .  ) 1 ( )

ia

i

  ,

 .ונשתמש בתכונת מרקוב נפצל לכל הערכים האפשריים של , כלומר
 

  nמ "על ידי מ נקרב את , nלכל : המקרה הכללי
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n הוא זמן עצירה עם מספר בן מנייה של תוצאות אפשריות. 
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 : זמני מעבר :הגדרה
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1 0inf
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 .זמני המעבר הם זמני עצירה :טענה

 
 היא tXהשרשרת הטמונה ב . tXמצב חדש שאינו מופיע ב  יהי  :הגדרה

 nT n

n

n

X T
X

T

 




 





. 

 
 :משפט

 .שומרת ויציבה tXתהי 

 .היא שרשרת מרקוב nX .א

1nזמני ההמתנה , nXבהינתן מסלול  .ב n nTS T   אקספוננציאלית ת ומתפלגים "הם ב

1~ exp( ( ))n nS X . 

 :הוכחה
 .חוסר תלות נובעים מתכונת מרקוב החזקה+ א 

1נסמן  0( ) | )(g t P T t X i . 

(0)אז  1g  . מתכונת מרקוב החזקה( ) ( ) ( )g t s g t g s . 

 0 0

( ) ( ) ( ) (0)
'( ) lim ( ) lim ( ) '(0)h h

g t h g t g h g
g t g t g t g

h h
 

  
   

g (0)'נסמן . יורדת ig   . מתכונת מרקוב החזקהi  תלוי רק בi. 

1לכן   ) 1( itP T t e


  . 

 
 



 היא nXמטריצת המעבר של . tXהיוצר של Aיהי  :תרגיל
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 (.להגביר את הקצב)את קצב השעונים " לכוון"ניתן  :טענה

 
)מספר מצבים סופי  :דוגמה )A K I  . לשנות אתK  ו בהתאם. 

 

supניתן לכתוב כשרשרת אחידה עם קצב שעון  tXכל שרשרת  :מסקנה iq  . ללא הגבלת
 .מחזורית-הכלליות השרשרת הטמונה היא אי

 
 .פלופ ואת מודל אהרנפסט כשרשרת אחידה לא מחזורית-כתבו את תהליך פליפ :תרגיל

 
 

 :התנהגות אסימפטוטית
להכ נניח שרשרת אחידה 

tt NX X. 

 
 .בלתי פריקה nXשרשרת נקראת בלתי פריקה אם : הגדרה

 
 .חוזרת nXשרשרת נקראת חוזרת אם  :הגדרה

 
]נקרא חוזר חיובי אם  iמצב  :הגדרה ]i iE R  . 

 

Tנקראת מידה סטציונרית אם   :הגדרה T

tP . 
 

עד כדי מכפלה )קיימת מידה סטציונרית יחידה  בלתי פריקה וחוזרת לשרשרת :משפט
 (. בקבוע

כמו כן 
0

, 1
k

s

R

i k iXk E ds 

 
   

  
. 

 :הוכחת יחידות

0Tונניח , היוצרAיהי  A . 

 ( )A K I  ,ולכןT TK  , כלומר  היא המידה הסטציונרית היחידה שלnX. 

 
 :הוכחת קיום

0kלהכ   . נגדיר
0

0

0 1
s

R

i X iE ds 

 
  

  
 ,ונראה שזו מידה סטציונית. 

 יש להראות כי, כלומר

 0,, kj

j k k tj t P   . 

 :ד ימיןצנתחיל ב
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0sהביטוי   R  תלוי בשרשרת לפניs לכן. השני אחרי 
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 רקוב החזקהמכונת תלפי , אבל
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 ולכן
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  :הגדרה

)(אם  ףמצב נקרא חול 1iP R   ,אחרת חוזר. 

i][אם  (null recurrent)מצב חוזר נקרא חוזר ריק  iE R  . 

i][אם  (positive recurrent)מצב חוזר נקרא חוזר חיובי  iE R  . 

 
 .וזרת חיוביתראת ארגודית אם היא בלתי פריקה וחשרשרת נק :הגדרה

 

בשרשרת ארגודית  :משפט
[

1

]
i

i iE R
 . 

 .הוכחה כמו במקרה הבדיד
 

limבשרשרת ארגודית  :משפט ij

t t jP  . 

 .משתמשים בשרשרת הטמונה :הוכחה
 



 מתקיים  1בהסתברות , בשרשרת ארגודית :משפט
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