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 הערה

𝐴תהי  ∈ 𝔽𝑛×𝑛 :נניח .𝑝𝐴(𝑥) .מתפרק לחלוטין 

𝐴  לכסינה אם ורק אם𝑚𝐴(𝑥) = (𝑥 − 𝜆1)⋯ (𝑥 − 𝜆𝑠).  

 נימוק

𝐴~𝒥 =

(

 
 

𝒥𝑛1(𝜆1) 0 ⋯ ⋯ 0

0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯  ⋯ 0 𝒥𝑛𝑡(𝜆𝑡))

 
 

 

⟸  

1הוא מגודל  𝒥לכסינה, אזי כל בלוק של  𝐴 נניח × )שכן מיחידות צורת ז'ורדן היא מטריצה  1

 אלכסונית(.

 לכן:

𝑚𝐴(𝑥) = 𝑚𝒥(𝑥) = 𝑙. 𝑐.𝑚{(𝑥 − 𝜆1)⋯ (𝑥 − 𝜆1),⋯ , (𝑥 − 𝜆𝑠)⋯ (𝑥 − 𝜆𝑠)} = (𝑥 − 𝜆1)⋯ (𝑥 − 𝜆𝑠) 

⇒  

𝑚𝐴(𝑥)אם  = (𝑥 − 𝜆1)⋯ (𝑥 − 𝜆𝑠) , כל בלוק ב אזי– 𝒥  1הוא מגודל × . אחרת, אם קיים 1

𝑙בלוק מגודל  × 𝑙 אזי יש לו פולינום מינימלי בצורה ,(𝑥 − 𝜆 )𝑙 ,בסתירה להנחה. ז"א ,𝒥 

 .)שכן מיחידות צורת ז'ורדן היא אלכסונית( לכסינה Aאלכסונית, ולכן 

∎  
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 מכפלה פנימית

𝔽יהי   = {
ℝ
ℂ

. 

 הגדרה

 מרחב וקטורי. 𝑉/𝔽יהי 

𝑣,𝑤נגדיר, לכל זוג וקטורים  ∈ 𝑉 של  המכפלה הפנימית, את𝑣  על𝑤 ,⟨𝑣, 𝑤⟩ ∈ 𝔽 כך ,

 שמתקיימים התנאים הבאים: 

 

1. 𝟏.  (𝒔𝒆𝒔𝒒𝒖𝒊𝒍𝒊𝒏𝒆𝒂𝒓לינאריות ) 𝟓

 < 𝛼1𝑣1 + 𝛼2𝑣2, 𝑤 > = 𝛼1 < 𝑣1, 𝑤 > + 𝛼2 < 𝑣2, 𝑤 >. 

 < 𝑣, 𝛽1𝑤1 + 𝛽2𝑤2 > = 𝛽1̅̅ ̅ < 𝑣,𝑤1 > + 𝛽2̅̅ ̅ < 𝑣,𝑤2 >. 

 (𝑯𝒆𝒓𝒎𝒊𝒕𝒆הרמטיות ) .2

< 𝑣,𝑤 > = < 𝑤, 𝑣 >. 

 אי שליליות )או חיוביות( .3

< 𝑣, 𝑣 > ∈  ℝ≥0 ,< 𝑣, 𝑣 > = 0 ⇔ 𝑣 = 0⃗ . 

 תזכורת

𝑧יהי:  = 𝑥 + 𝑦 ⋅ 𝑖 ∈ ℂ:אזי . 

 𝑧̅ = 𝑥 − 𝑦 ⋅ 𝑖. 

 𝑧1 + 𝑧2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑧1̅ + 𝑧2̅. 

 𝑧1 ⋅ 𝑧2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑧1̅ ⋅ 𝑧2̅ . 

 𝑧̅̅ = 𝑧. 

 |𝑧| = 𝑧 ⋅ 𝑧̅ = 𝑥2 + 𝑦2 ∈ ℝ≥0. 

 |𝑧| = 0 ⟷ 𝑧 = 0. 

 דוגמה

𝑉 = ℂ𝑛 = {𝑣 = (

𝛾1
⋮
⋮
𝛾𝑛

)}

𝛾𝑖∈ℂ

. 
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𝑤אם  = (

𝛾1′
⋮
⋮
𝛾𝑛′

>, נגדיר: ( 𝑣,𝑤 > = 𝛾1𝛾1
′̅ +⋯+ 𝛾𝑛𝛾𝑛′̅. 

 :1,2,3נבדוק את התנאים 

 נסמן: .1

𝑣1 = (

𝛾1
⋮
𝛾𝑛
) , 𝑣2 = (

𝛿1
⋮
𝛿𝑛

) 

 נחשב:

< 𝛼1𝑣1 + 𝛼2𝑣2, 𝑤 > = < (
𝛼1𝛾1 + 𝛼2𝛿1

⋮
𝛼1𝛾𝑛 + 𝛼2𝛿𝑛

) , (
𝛾1′
⋮
𝛾𝑛′
) > 

< 𝛼1𝑣1 + 𝛼2𝑣2, 𝑤 > = (𝛼1𝛾1 + 𝛼2𝛿1)𝛾1
′̅ +⋯+ (𝛼1𝛾𝑛 + 𝛼2𝛿𝑛)𝛾𝑛′̅  

< 𝛼1𝑣1 + 𝛼2𝑣2, 𝑤 > = 𝛼1(𝛾1𝛾1
′̅ +⋯𝛾𝑛𝛾𝑛′̅) + 𝛼2(𝛿1𝛾1

′̅ +⋅⋅⋅ 𝛿𝑛𝛾𝑛′̅) 

< 𝛼1𝑣1 + 𝛼2𝑣2, 𝑤 > = 𝛼1 < 𝑣1, 𝑤 >  +𝛼2 < 𝑣2, 𝑤 > 

 נסמן: 

𝑤1 = (
𝛾1′
⋮
𝛾𝑛′
) , 𝑤2 = (

𝛿1′
⋮
𝛿𝑛′
) 

 נחשב: 

< 𝑣, 𝛽1𝑤1 + 𝛽2𝑤2 > = < (

𝛾1
⋮
𝛾𝑛
) , (

𝛽1𝛾1
′ + 𝛽2𝛿1′
⋮

𝛽1𝛾𝑛
′ + 𝛽2𝛿𝑛′

) > 

= γ1(𝛽1𝛾1
′ +⋯+ 𝛽2𝛿1

′)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝛾𝑛(𝛽1𝛾𝑛′ +⋯+ 𝛽2𝛿𝑛′ )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

= 𝛽1̅̅ ̅(𝛾1𝛾1
′̅ +⋯+ 𝛾𝑛𝛾𝑛′̅) + 𝛽2(𝛾1𝛿1

′  ̅̅̅̅ + ⋯+ 𝛾𝑛𝛿𝑛′̅̅ ̅) 

< 𝑣, 𝛽1𝑤1 + 𝛽2𝑤2 > = β1̅̅ ̅ < 𝑣,𝑤1 > +𝛽2̅̅ ̅ < 𝑣,𝑤2 > 

 נסמן:  .2

𝑣 = (

𝛾1
⋮
𝛾𝑛
) ,𝑤 = (

𝛾1′
⋮
𝛾𝑛′
) 
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 נחשב:

< 𝑣,𝑤 > = < (

𝛾1
⋮
𝛾𝑛
) , (

𝛾1′
⋮
𝛾𝑛′
) > =  𝛾1𝛾1

′̅ +⋯𝛾𝑛𝛾𝑛′̅  

< w, v > = < (
𝛾1′
⋮
𝛾𝑛′
) , (

𝛾1
⋮
𝛾𝑛
) > = γ1

′ 𝛾1̅ +⋯+ 𝛾𝑛
′𝛾𝑛̅ 

< w, v >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝛾1
′̅𝛾1̅̅ +⋯+ 𝛾𝑛′̅𝛾𝑛̅̅ = 𝛾1𝛾1

′̅ +⋯𝛾𝑛𝛾𝑛′̅ = < 𝑣, 𝑤 >  

 נסמן: .3

𝑣 = (

𝛾1
⋮
𝛾𝑛
) 

 נחשב: 

< 𝑣, 𝑣 > = 𝛾1𝛾1̅ +⋯+ 𝛾𝑛𝛾𝑛̅ 

= |γ1|
2 +⋯+ |𝛾𝑛|

2 ∈ ℝ≥0 

⇓ 

< 𝑣, 𝑣 > = 0 

⇕ 

|γ1| = ⋯ = |𝛾𝑛| = 0 ⇔ 𝛾1 = ⋯ = 𝛾𝑛 = 0 ⇔ 𝑣 = 0⃗  

∎ 

 הגדרה

מרחב מכפלה פנימית )מרחב וקטורי עליו מוגדרת מכפלה פנימית המקיימת את  𝑉/𝔽יהי 

 האקסיומות(.

𝑣נגדיר, לכל  ∈ 𝑉 את המספר הממשי ,||𝑣|| = √< 𝑣, 𝑣 >  .||𝑣|| של  נורמהנקרא ה𝑣. 

𝑣 = 0⃗ ⇔ ||𝑣|| =  . )הכללה של האורך של וקטור בגאומטריה(.0

 דוגמה

𝑉 = ℝ2 

𝑣 = (
𝛾1
𝛾2
) , 𝑤 = (

𝛾1′

𝛾2′
) 
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< 𝑣,𝑤 > = 𝛾1 ⋅ 𝛾1
′ + 𝛾2 ⋅ 𝛾2′ 

< 𝑣, 𝑣 > = 𝛾1
2 + 𝛾2

2 

||𝑣|| = √𝛾1
2 + 𝛾2

2 

 

 


