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 11הרצאה 
𝑄(𝑥) = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗

𝑛

𝑖,𝑗=1

 

𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 

𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗=1
𝑛

 

𝐴 = 𝐴𝑇 

𝑄(𝑥) = 〈𝐴𝑥, 𝑥〉 

𝐴 > 0 ⇔ Q > 0 

𝐴 ≥ 0 ⇔ 𝑄 ≥ 0 

𝐴 < 0 ⇔ 𝑄 < 0 

𝐴 ≤ 0 ⇔ 𝑄 ≤ 0 

 מחקר לסימן של מטריצה או תבנית ריבועית

 מטריצה אורטוגונלית
UUT = 𝑈𝑇𝑈 = 𝐼 

𝑈𝑇 = 𝑈−1 

〈𝑈𝑥, 𝑈𝑦〉 = 〈𝑥, 𝑈𝑇𝑈𝑦〉 = 〈𝑥, 𝑦〉 

||𝑈𝑥||
2
= 〈𝑈𝑥, 𝑈𝑥〉 = 〈𝑥, 𝑥〉 = ||𝑥||

2
 

||U𝑥|| = ||𝑥|| 

 משפט
𝐴לכל מטריצה  = 𝐴𝑇  קיימת מטריצה אורטוגונלית𝑈 :כך ש 

𝑈𝐴𝑈−1 = Λ = (

𝜆1 0 0…0
0 𝜆2 0…0
………… . .
0 0……𝜆𝑛

) 

𝜆𝑗  ,ע"ע𝑒𝑗 = (0,0,… ,1,… 0) 

𝑈𝐴𝑈−1𝑒𝑗 = Λ𝑒𝑗 = 𝜆𝑗𝑒𝑗 ⇒ 𝐴𝑈−1𝑒𝑗 = 𝜆𝑗(𝑈
−1𝑒𝑗) 

 משפט
𝑄(𝑥)תהי  = 〈𝐴𝑥, 𝑥〉 𝜆1, … , 𝜆𝑛  ע"ע שלA:אזי , 

𝜆1, … , 𝜆𝑛 > 0 ⇔ 𝑄 > 0 

𝜆1, … , 𝜆𝑛 ≥ 0 ⇔ 𝑄 ≥ 0 

𝜆1, … , 𝜆𝑛 < 0 ⇔ 𝑄 < 0 

𝜆1, … , 𝜆𝑛 ≤ 0 ⇔ 𝑄 ≤ 0 

 

 הוכחה

∃𝑈 ∈ 𝑂(𝑛) ∶ 𝑈𝐴𝑈−1 = Λ = (

𝜆1 0 0…0
0 𝜆2 0…0
………… . .
0 0……𝜆𝑛

) 
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𝑥 ∈ ℝ𝑟 ∶ 𝑄(𝑥) = 〈𝐴𝑥, 𝑥〉 = 〈𝑈−1Λ𝑈𝑥, 𝑥〉 = 〈Λ𝑈𝑥,𝑈𝑥〉 

U𝑥 ≔ 𝑥′ 

𝑄(𝑥) = 〈Λ𝑥′, 𝑥′〉 = 𝜆1(𝑥1
′)2 +⋯+ 𝜆𝑛(𝑥𝑛

′ )2 

𝜆1, … , 𝜆𝑛 > 0 ⇔ 〈Λ𝑥′, 𝑥′〉 > 0 ⇔ 𝑄(𝑥) > 0 

𝜆1, … , 𝜆𝑛 ≥ 0 ⇔ 〈Λ𝑥′, 𝑥′〉 ≥ 0 ⇔ 𝑄(𝑥) ≥ 0 

𝜆1, … , 𝜆𝑛 < 0 ⇔ 〈Λ𝑥′, 𝑥′〉 < 0 ⇔ 𝑄(𝑥) < 0  

𝜆1, … , 𝜆𝑛 ≤ 0 ⇔ 〈Λ𝑥′, 𝑥′〉 ≤ 0 ⇔ 𝑄(𝑥) ≤ 0  

 

 

det𝐴 < 0 ⇔  Aלא שומרת סימן

 

 𝑆𝑖𝑙𝑣𝑒𝑠𝑡𝑒𝑟קריטריון של 
𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗=1

𝑛
 

Δ𝑘 = det(𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗=1
𝑘

 

,Δ1אם  … , Δ𝑛 > 𝐴אז  0 > 0 

𝑘∀אם  = 1,… , 𝑛 ∶ (−1)𝑘Δ𝑘 > 𝐴אזי  0 < 0   (Δ1 < 0, Δ2 > 0…) 
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 דיפרנציאל שני

𝑑2𝑓𝑎(ℎ) = 𝑄(ℎ) = ∑
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
(𝑎)ℎ𝑖ℎ𝑗

𝑛

𝑖,𝑗=1

 

𝑓 ∈ 𝐶2(𝑈)  ;     𝑈 ⊂∘ ℝ𝑛    ;     𝑎 ∈ 𝑈 

 משפט

𝑄אם תבנית ריבועית  > 𝐶אז קיים  0 > 𝑥כך שלכל  0 ∈ ℝ𝑛  מתקיים𝑄(𝑥) ≥ 𝐶||𝑥||
2

 

 הוכחה
1. 𝑄 –  רציפה לפי משפטWeierstrass  

2. min
||𝑥||=1

𝑄(𝑥) = 𝑄(𝑥0), ||𝑥0|| = 1 

𝐶נסמן  = 𝑄(𝑥0) > 0 

𝑥ניקח  ∈ ℝ𝑛 אם ,𝑥 = Q(0)אזי  0 = 0 

𝑥אם  ≠ ′𝑥אזי  0 ≔
𝑥

||𝑥||
||′𝑥||כאשר     = 𝑄(𝑥′)ולכן  1 ≥ 𝑄(𝑥0) = 𝐶 

𝑄(𝑥)

||𝑥||
2 = 𝑄 (

𝑥

||𝑥||
) ≥ 𝐶   ולכן𝑄(𝑥) ≥ 𝐶||𝑥||

2
 

 עוד הוכחה
𝑈𝐴𝑈−1 = Λ 

𝑄(𝑥) = 〈𝐴𝑥, 𝑥〉 = 〈𝑈−1Λ𝑈𝑥, 𝑥〉 = 〈Λ𝑈𝑥, 𝑈𝑥〉 = {𝑥′ = 𝑈𝑥} = 〈Λx′, 𝑥′〉 = 𝜆1(𝑥1
′)2 +⋯+ 𝜆𝑛(𝑥𝑛

′ )2 

≥ 𝜆𝑚𝑖𝑛||𝑥
′||
2
= 𝜆𝑚𝑖𝑛 ||𝑥||

2
 

Q > 0 ⇒ 𝐶:= λ𝑚𝑖𝑛 > 0 

Q(𝑥) ≥ 𝐶||𝑥||
2
 

 משפט
𝑓:𝑈תהי פונ'  → ℝ     𝑈 ⊂∘ ℝ𝑛     𝑓 ∈ 𝐶2(𝑈) 

𝑎תהי  ∈ 𝑈  נקודה קריטית, כלומר∇𝑓(𝑎) = 0 

𝑑2𝑓𝑎אם  .1 >  ם מקומי ממש.נקודת מינימו 𝑎אז  0

𝑑2𝑓𝑎אם  .2 <  נקודת מקסימום מקומי ממש. 𝑎אז  0

 לא נקודת קיצון.  𝑎לא מוגדרת סימן אז  𝑑2𝑓𝑎אם  .3

 הוכחה
1. 𝑄 ≔ 𝑑2𝑓𝑎 > 0 

𝐶לפי המשפט הקודם קיים  > ℎ∀כך ש 0 ∈ ℝ𝑛: 𝑄(ℎ) ≥ 𝐶||ℎ||
2

 

 ::𝑎סביב נקודה  2נוסחת טיילור מסדר 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) + 𝑑𝑓𝑎(𝑥 − 𝑎) +
1

2
𝑑2𝑓𝑎(𝑥 − 𝑎) + 𝜖(𝑥 − 𝑎)||𝑥 − 𝑎||

2
 

𝑑𝑓𝑎(𝑥 − 𝑎) = 〈∇𝑓(𝑎), 𝑥 − 𝑎〉 = 0 

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) =
1

2
𝑑2𝑓𝑎(𝑥 − 𝑎) + 𝜖(𝑥 − 𝑎)||𝑥 − 𝑎||

2
=
1

2
𝑄(𝑥 − 𝑎) + 𝜖(𝑥 − 𝑎)||𝑥 − 𝑎||

2

≥
1

2
𝐶||𝑥 − 𝑎||

2
+ 𝜖(𝑥 − 𝑎)||𝑥 − 𝑎||

2
 

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) ≥ ||𝑥 − 𝑎||
2
(
1

2
𝐶 + 𝜖(𝑥 − 𝑎)) 
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∃𝛿 > 0 ∶   ||𝑥 − 𝑎|| < 𝛿 ⇒ |𝜖(𝑥 − 𝑎)| <
1

4
𝐶 

 בתחום מתקיים: 𝑥לכל 

||𝑥 − 𝑎|| < 𝛿 ⇒ 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) ≥
1

4
𝐶||𝑥 − 𝑎|| >

𝑥≠𝑎
0 

∀𝑥 ∈ 𝑈 ∩ 𝐵𝛿(𝑎), 𝑥 ≠ 0 ∶ 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) > 0 

 נק' מינימום ממש. 𝑎ולכן 

 . 𝑓−ל 𝑓נחליף  .2

 לא שומרת סימן. Qנניח כי  .3

∃ℎ+ ∈ ℝ
𝑛: 𝑄(ℎ+) > 0 

∃ℎ− ∈ ℝ
𝑛 ∶ 𝑄(ℎ−) < 0 

𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ±) = 𝑓(𝑎) + 𝑑𝑓𝑎(𝑡ℎ±) +
1

2
𝑑2𝑓𝑎(𝑡ℎ±) + 𝜖(𝑡ℎ±) ||𝑡ℎ±||

2
 

𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ±) − 𝑓(𝑎) =
1

2
𝑄(𝑡ℎ±) + 𝜖(𝑡ℎ±) ||𝑡ℎ±||

2
=
1

2
𝑡2𝑄(ℎ±) + |𝑡|

2𝜖(𝑡ℎ±)||ℎ||
2
= 

= 𝑡2 (
1

2
𝑄(ℎ±) + 𝜖(𝑡ℎ±) ||ℎ±||

2
) 

a. 𝑄(ℎ+) > 0 

∃𝛿 > 0 ∶ |𝑡| < 𝛿 ⇒ |𝜖(𝑡ℎ±) ||ℎ±||
2
| <

1

4
𝑄(ℎ+) 

|𝑡|אז אם  < 𝛿  אזי𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ+) − 𝑓(𝑎) >
𝑡≠0

0 

b. 𝑄(ℎ−) < 0 

∃𝛿′ > 0 ∶ |𝜖(𝑡ℎ−)||ℎ−||
2
| <

1

4
|𝑄(ℎ−)| ⇒

1

2
𝑄(ℎ−) + 𝜖(𝑡ℎ−)||ℎ||

2
< 0 

𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ−) − 𝑓(𝑎) < 0 

 לא נקודת קיצון. 𝑎ולכן 

 משמעות גאומטרית

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) +∑𝜆𝑗(𝑥𝑗 − 𝑎𝑗)
2
+ 𝑜 (||𝑥 − 𝑎||

2
) 

λ𝑗 >  היא נקודת מינימום. ,𝑥𝑗 𝑎אז עבור  0

λ𝑗 <  היא נקודת מקסימום. ,𝑥𝑗 𝑎אז עבור  0

 דוגמא
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑎) + 𝜆𝑥2 + 𝜇𝑦2 + 𝑜(𝑥2 + 𝑦2);    𝜆 ∗ 𝜇 >  יש קיצון. 0

𝜆 ∗ 𝜇 <  ף(.אז אין קיצון )אוכ  0
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 דוגמא
𝜆1, … , 𝜆𝑛 

𝜆1, . . , 𝜆𝑚 > 0    𝜆𝑚+1, … , 𝜆𝑛 =  אי אפשר להחליט 0

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 

 

𝜆1 = 2, 𝜆2 = 0  

𝑎 =  נקודת מינימום לא ממש. (0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝜖𝑦4 

 

 מינימום ממש. (0,0) 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝜖𝑦4 

𝑓(𝑥, 0) > 0   𝑥 ≠ 0 

𝑓(0, 𝑦) < 0   𝑦 ≠ 0 

 

 אוכף. (0,0)
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 מחקר לקיצון
𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) 

 נקודות קריטיות (1

{
 
 

 
 
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
(𝑥) = 0

⋮
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
(𝑥) = 0

 

𝑎 .נקודה קריטית 

 

𝑛 = 2 

𝑓𝑥
′(𝑎) = 𝑓𝑦

′(𝑎) = 0 

𝐻 = (
𝑓𝑥𝑥
′  𝑓𝑥𝑦

′

𝑓𝑦𝑥 𝑓𝑦𝑦
′ ) 

det𝐻 < 0 ⇒  a נקודת אוכף

 דוגמא
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑥𝑦 

{
𝑓𝑥
′ = 3𝑥2 − 3𝑦 = 0

𝑓𝑦
′ = 3𝑦2 − 3𝑥 = 0

 

𝑦4 − 𝑦 = 0 ⇒ (𝑥, 𝑦) = (0,0), (1,1) 

𝑎נקודות קריטיות:  = (0,0), 𝑏 = (1,1) 

 

𝐻𝑓 = (
6𝑥 − 3
−3   6𝑦

) 

𝐻𝑓(𝑎) = (
0 − 3
−3  0

) ⇒ det𝐻 = −2 < 0 

 נקודת אוכף. (0,0)

𝐻𝑓(𝑏) = (
6 − 3
−3  6

) 

Δ1 = 6 > 0 

Δ2 = 36 − 9 > 0 

𝑑2𝑓𝑏 >  נקודת מינימום מקומי. 𝑏ולכן  0


