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 מערכות לינאריות עם מקדמים קבועים

 מערכת לינארית הומוגנית עם מקדמים קבועים:

𝑦′⃗⃗  ⃗ = 𝐴 𝑦  

 מערכת לינארית אי הומוגנית עם מקדמים קבועים:

𝑦′⃗⃗  ⃗ = 𝐴 𝑦 + 𝑏⃗ (𝑥) 

 מקדמים קבועים ע"י וריאציית מקדמים.ניתן לפתור מערכת לינארית אי הומוגנית עם 

 שיטת "המשמיד"

 ניתן לנחש צורת פתרון פרטי למערכת האי הומוגנית, להציב במשוואה ולחשב את המקדמים.

 דוגמה

     𝑦′ = (
1 −1
1 3

) 𝑦 + (
𝑥
1
)      

 תחילה, נפתור את המערכת ההומוגנית המתאימה:

𝑦′ = 𝑦′ = (
1 −1
1 3

) 𝑦 

 :הפולינום האופייני 

𝜆2 − 4𝜆 + 4 = 0 

  העצמיים:הערכים 

𝜆 = 2 

 והוא ערך עצמי כפול.

 :הווקטורים העצמיים 

ker (
−1 −1
1 1

) = 𝑐 ⋅ (
1
−1
) 

 לכן, הפתרון הכללי:

𝑦 = (
𝑎 + 𝑏𝑥
𝑐 − 𝑏𝑥

) ⋅ 𝑒2𝑥 

 נגזור:
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𝑦′ = (
2𝑎 + 2𝑏𝑥 + 𝑏
2𝑐 − 2𝑏𝑥 − 𝑏

) ⋅ 𝑒2𝑥 

 נציב במשוואה:

(
2𝑎 + 2𝑏𝑥 + 𝑏
2𝑐 − 2𝑏𝑥 − 𝑏

) ⋅ 𝑒2𝑥 = (
1 −1
1 3

) ⋅ (
𝑎 + 𝑏𝑥
𝑐 − 𝑏𝑥

) ⋅ 𝑒2𝑥 

 לכן:

(1): 2𝑎 + 𝑏 = 𝑎 − 𝑐
. . . . .
(2): 2𝑐 − 𝑏 = 𝑎 + 3𝑐

 

⇓ 

𝑎 + 𝑏 = −𝑐 

 לכן:

𝑦ℎ = (
𝑎 + 𝑏𝑥

−𝑎 − 𝑏 − 𝑏𝑥
) ⋅ 𝑒2𝑥     ;      𝑎, 𝑏 ∈ ℝ 

□ 

 כעת, נפתור את המערכת האי הומוגנית.

 נפתור בשתי הדרכים.

 וריאציית מקדמים

 ניקח שני פתרונות בלתי תלויים לינארית למשוואה ההומוגנית המתאימה.

𝑎 = 1, 𝑏 = 0: 𝑦1 = (
1
−1
) ⋅ 𝑒2𝑥

. . . .

𝑎 = 0, 𝑏 = 1: 𝑦1 = (
𝑥

−1 − 𝑥
) ⋅ 𝑒2𝑥

 

⇓ 

𝒴 = (
𝑒2𝑥 𝑥𝑒2𝑥

−𝑒2𝑥 (−1 − 𝑥)𝑒2𝑥
)

. . .

. = (
1 𝑥
−1 −1 − 𝑥

) ⋅ 𝑒2𝑥
 

 לכן, הפתרון הכללי:
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𝒴 ⋅ (
𝑐1(𝑥)

𝑐2(𝑥)
) 

 כאשר:

𝒴 ⋅ (
𝑐1′

𝑐2′
) = (

𝑥
1
) 

 נפתור את הערכת ע"י כלל קרמר.

𝒴1 = (
𝑥 𝑥𝑒2𝑥

1 (−1 − 𝑥)𝑒2𝑥
)

. . .

𝒴2 = ( 𝑒
2𝑥 𝑥

−𝑒2𝑥 1
)

 

 נחשב:

det𝒴 = −𝑒4𝑥

. . .
det 𝒴1 = 𝑒2𝑥 ⋅ (−𝑥2 − 2𝑥)
. . .

det 𝒴2 = 𝑒2𝑥 ⋅ (1 + 𝑥)

 

 לכן:

𝑐1
′(𝑥) =

det𝒴1
det𝒴

. . .

. = (𝑥2 + 2𝑥) ⋅ 𝑒−2𝑥
 

 נבצע אינטגרציה, ונקבל:

𝑐1(𝑥) = ∫(𝑥2 + 2𝑥) ⋅ 𝑒−2𝑥 𝑑𝑥
. . .

. =
(1)

−
1

2
(𝑥2 + 2𝑥)𝑒−2𝑥 −

1

2
(𝑥 + 1)𝑒−2𝑥 −

1

4
𝑒−2𝑥 + 𝑘1

 

:  אינטגרציה בחלקים. (1)

𝑐2
′ (𝑥) =

det𝒴2
det𝒴

. . .

. = (−1 − 𝑥) ⋅ 𝑒−2𝑥
 

 נבצע אינטגרציה, ונקבל:



 03.08.2016  17הרצאה   לינאריות עם מקדמים קבועיםערכות מ
 נכתב על ידי יהונתן רגב שיטת "המשמיד"

 

4 
 

𝑐1(𝑥) = ∫(1 − 𝑥) ⋅ 𝑒−2𝑥 𝑑𝑥
. . .

. =
(1) 1

2
(𝑥 + 1)𝑒−2𝑥 +

1

4
𝑒−2𝑥 + 𝑘2

 

:  אינטגרציה בחלקים. (1)

 לכן, הפתרון הכללי:

𝑦 = 𝒴 ⋅ (
𝑐1(𝑥)

𝑐2(𝑥)
)

. . .

. = 𝑒2𝑥 ⋅ (
1 𝑥
−1 −1 − 𝑥

) ⋅ (
−
1

2
𝑥2 −

3

2
𝑥 −

3

4
1

2
𝑥 +

3

4

) ⋅ 𝑒−2𝑥 + 𝒴 ⋅ (
𝑘1
𝑘2
)

. . .

. = (
−
3

4
𝑥 −

3

4
1

4
𝑥

) + 𝒴 ⋅ (
𝑘1
𝑘2
)

 

 לכן:

𝑦 = (
−
3

4
𝑥 −

3

4
1

4
𝑥

)

⏞        
פתרון אי הומוגני פרטי

+ 𝒴 ⋅ (
𝑘1
𝑘2
)

⏞    
פתרון הומוגני כללי

 

 ולבדוק. רצוי להציב במשוואה

□ 

 "המשמיד"שיטת 

 אין גורם חופף בין האופרטורים המשמידים, לכן קיים פתרון מהצורה:

𝑦𝑝 = (
𝑎𝑥 + 𝑏
𝑐𝑥 + 𝑑

) 

 נגזור:

𝑦𝑝′ = (
𝑎
𝑐
) 

 

 נחשב:
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(
1 −1
1 3

) ⋅ (
𝑎𝑥 + 𝑏
𝑐𝑥 + 𝑑

) = (
(𝑎 − 𝑐)𝑥 + (𝑏 − 𝑑)
(𝑎 + 3𝑐)𝑥 + (𝑏 + 3𝑑)

) 

 נציב במשוואה, ונקבל:

(
𝑎
𝑐
) = (

(𝑎 − 𝑐 + 1)𝑥 + (𝑏 − 𝑑)
(𝑎 + 3𝑐)𝑥 + (𝑏 + 3𝑑 + 1)

) 

 :לכן

(1): 𝑎 − 𝑐 + 1 = 0
. . . .
(2): 𝑎 + 3𝑐 = 0

 

⇓ 

−4𝑐 + 1 = 0 

⇓ 

𝑐 = −
3

4
. . .

𝑎 =
1

4
 

 

 :לכן

(3): −
3

4
= 𝑏 − 𝑑

. . . .

(4): −
3

4
= 𝑏 + 3𝑑

 

⇓ 

−4𝑑 = 0 

⇓ 

𝑑 = 0
. . .

𝑏 = −
3

4
 
 

 לכן:
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𝑦𝑝 = (
−
3

4
𝑥 −

3

4
1

4
𝑥

) 

∎ 


