
 מבנים אלגבריים בסיסיים:  .1
 חבורה→מונואיד→חבורה למחצה/אגודה  ▪
▪ U חבורת ההפיכים 
▪ H ≤ G: Z(G) ∩ H ≤ Z(H) 

O(gm)בחבורה ציקלית מתקיים:   ▪ =
n

gcd(n,m)
 

▪ Un  ציקלית אםn = pk, 2pk(p > 2), 2,4 
 המרכז הוא לא איבר היחידה  pבחבורות  ▪
 היא אבלית   p2כל חבורה מסדר   ▪

G אם  ▪
Z(G)⁄ אז  תציקליG  אבלי 

 חבורות מנה: .2
g1~Hg2היח"ש שלנו הוא  ▪ ⟺ g1

−1g2 ∈ H  
 הקוסטים השמאליים כלמח"ש הן קבוצות  ▪

▪ aφ(n) ≡ 1modn 
▪ ap ≡ amodp 
 כל קוסט ימני הוא קוסט שמאלי  ▪

▪ G
N⁄ = N ∖ G 

 נורמליות היא לא טרנזיטיבית!! ▪
 הומומורפיזמים:  .3

 שומר על פעולה  ▪
 יחידה נשלח ליחידה  ▪
 שומר על הופכי  ▪
 על, תמונה אפימורפית –אפי  ▪
 חח"ע  –מונו/שיכון  ▪
G)חח"ע ועל  –איזו  ▪ ≅ H) 
 איזו ממנו לעצמו –אוטו  ▪
 איזו הוא יח"ש  ▪
 ℤאז איזו' ל אינסופיתציקלית  Gאם  ▪
 ℤnאז איזו' ל nציקלית מסדר  Gאם  ▪
▪ Up ≅ ℤp−1 

▪ φ: G → H אפי וG  ציקלית/אבלי אזH גם 
 מונו שומר על סדר  ▪
 משפטי האיזו:  ▪

1. G
kerφ⁄ ≅ Imφ 

2. H ≤ G, N ⊲ G :אז 

• N ⊲ HN,H ∩ N ⊲ H 

• H
(H ∩ N)⁄ ≅

(HN)
N⁄ 

Nאם   .3 ⊆ 𝑀 ⊲ G ∧, N ⊲ G  אז 

• M
N⁄ ⊲ G

N⁄ 

• 
(G N⁄ )

(M N⁄ )
⁄ ≅ G

M⁄ 

N)ההתאמה(  .4 ⊲ G .  אז יש התאמה חח“ע ועל בין

Gהמנה   של חבורת תת החבורות
N⁄  תת  לבין

ההומו' מוגדר . Nהמכילות את   Gשל  החבורות
N 𝐴(≤𝐺)בצורה הבאה: → 𝐴/ 

▪ A,B  חבורות אבליות, אז אוסף ההומו' בניהם הוא
 חבורה אבלית ביחס לכפל הנקודתי

 חבורות אבליות אז: A,B,C,Dאם  ▪
1. Hom(A, B × C) ≅ Hom(A, B) ×

Hom(A, C) 
2. Hom(A × D, B) ≅ Hom(A, B) ×

Hom(D, B) 
 את אוסף האוטו' Autמסמנים ב ▪
באיבר שאיתו הוא     xמצמיד את  הואאוטו' פנימי  ▪

Inn ,Inn(G)מוגדר, מסומן  ≅ G/Z(G) 

⟨⟨S⟩⟩היא:   Sן נוצרת על ידי "התח ▪ = ⋂ N
(
N⊲G
S⊂N

)
 

 יוצרים ויחסים:  .4
▪ G = ⟨x1, … , xn|F⟩   כאשרF םהיא קבוצת היחסי. 

 :למשל ▪
Dn = ⟨σ, τ|σn = ⅈd, τ2 = ⅈd, στ = τσ−1 ⟩ 

 :פעולות .5
חבורה לחבורות התמורות  מפעולה היא הומומורפיזם  ▪

 על קבוצה 
Hאם  ▪ ≤ G, G ↷ X   אז גםH ↷ X 
:φאם  ▪ k → G, G ↷ X   הומו' אזK ↷ X 
 תטריוויאליכל האיברים הפועלים   –ליבה  ▪
 תטריוויאליליבה  –פעולה נאמנה  ▪
החבורה פועלת על עצמה, שולחת  – הרגולריתהפעולה  ▪

 איבר לכפל. 
 |S|Gכל חבורה סופית משוכנת ב  –קיילי  ▪
 חיתוך ההצמדות שלה – Hהליבה של  ▪
 של עצמה  חבורה נורמלית אמ"מ היא הליבה ▪
Core(H)אם   –העידון של קיילי  ▪ = {e}, H ≤ G   אז

G  משוכנת בS[G:H] 
 orbitהמסלול הוא לאן איבר נשלח, מסומן  ▪
 מסלול זה יח"ש  ▪
 מסלול יחיד – תטרנזיטיביפעולה  ▪
איזה איברים שולחים את האיבר  –מייצב של איבר  ▪

 לעצמו 
 המייצב הוא ת"ח ▪
 הליבה של פעולה היא חיתוך המייצבים ▪
 איברים באותו מסלול אז המייצבים צמודיםאם שני  ▪
 ההפך לא נכון|!!  ▪
החבורה פועלת על עצמה, שולחת  –פעולה ההצמדה  ▪

 gאיבר להצמדה ב
 מחלקת צמידות  -המסלול  .1
כֵז -מייצב  .2   המְרַּ
 מרכז –הליבה  .3

|Gx| )רק לסופי!(מסלול מייצב  ▪ ⋅ |stabG(x)| = |G| 
 הכל שולח אותה לעצמה  –נקודת שבת  ▪
 משוואות המחלקות:  ▪

1. |G| = |Z|+Σ|[g]| 
2. |G| = |Z| + ∑[G: C(g)] 

 שווה  Fixאם איברים צמודים אז גודל ה ▪
מספר המסלולים זה  – )רק לסופי!( הלמה של ברנסייד ▪

1

|G|
Σ|Stab(x)| =

1

|G|
Σ|fⅈx(g)| 

6. n , AnS: 
▪ Sn × Sm ↦ Sn+m 
 חישוק=מסלול  ▪
 2עגיל=מסלול מאורך  ▪
תמורות הן צמודות אמ"מ בעלות אותו מבנה  ▪

 מחזורים
nעבור  יטריוויאלהמרכז  ▪ ≥ 3 
כֵזה ▪  לא! מְרַּ
▪ S על ידי קבוצות החישוקים וצרתנ 
 גם על ידי קבוצת העגילים  ▪
▪ sn = ⟨(1 2), (1 2…n)⟩ 
 היא לא נוצרת על ידי כל עגיל וחישוק!  ▪
▪ An  1היא קבוצת התמורות הזוגיות, תמורות מסימן 

▪ N ⊲ Gו ,c ⊂ N  אזC מתפצלת ל
[G:N]

[cG(x):cN(x)]
  

 מחלקות צמידות
 : משפטי סילו  .7

▪ |Fⅈx(P ↷ X)| ≡ |x|modp 
|H|כאשר   ▪ = pk, H ≤ G  

[NG(H): H] ≡ [G: H]modP 
▪ G   מסדרpkm  כאשרp ∤ m P  נקראת ת"חp-  סילו

 pkאם היא מסדר  
 משפטי סילו:  ▪



1. G   מסדרp ∤ m, ptm  כל תת חבורה מסדר ,pⅈ 

 t-1ל 0בין  iלכל  pⅈ+1מוכלת בחבורה מסדר  
)אם קיימת אחת  סילו צמודות זו לזו -pכל ת"ח  .2

 היא נורמלית(

3. np ≡ 1modp , np|m ,np = [G: NG(P)] 
▪ G על קבוצה מגודל  תפשוטה שפועלת לא טריוויאליn  

 Snמשוכנת ב  Gאזי 
 : חבורות פתירות .8

 Gב םנורמלייסדרה נורמלית אם כל האיברים  ▪
סדרה היא תת נורמלית אם כל איבר נורמלי באיבר   ▪

 הבא
 המנות נקראות מנות הסדרה  ▪
 כל סדרה נורמלית היא תת נורמלית אבל לא הפוך!! ▪
 עידון זה כשאנחנו דוחפים חבורה לתוך הסדרה ▪
 ניתן לעדן שלב אמ"מ למנה שלו יש תח"ן ▪
סדרה תת נורמלית מקסימלית, סדרה    –סדרת הרכב  ▪

 לית עם מנות פשוטות תת נורמ
לסדרה תת  אם חבורה סופית תמיד אפשר לעדן ▪

 נורמלית
בהינתן סדרה לכל תח"ן קיימת סדרה תת נורמלית   ▪

שעוברת בה וגם המנות של החדשה מנות של המקורית  
 או תח"ן שלה 

▪ C(N ∩ B) = (CN) ∩ B, C ⊆ B, N, B, C ≤ G 
כל סדרות ההרכב באותו אורך עם   –ז'ורדן הולדר  ▪

 עד כדי סדר  מנות איזומורפיות
 המנות של סדרת הרכב הם גורמי ההרכב ▪
 חבורה פתירה אם:  ▪

 כל גורמי ההרכב ציקליים  .1
  יש סדרה תת נורמלית עם מנות אבליות .2
יש סדרה תת נורמלית עם מנות ציקליות מסדר   .3

 ראשוני.
 סדרת הרכב עם מנות ציקליות מסדר ראשוני. יש .4

 :קומוטטורים .9
,x]הוא   x yהקומוטטור של  ▪ y] = xyx−1y−1 
▪ xy = yx ⟺ [x, y] = 1 
▪ G′ = [G, G] = ⟨[x, y]|x, y ∈ G⟩   תת החבורה

 הנוצרת על ידי הקומוטטורים.
▪ G′ ⊲ G 
▪ G  1אמ"מ הנגזרת שלה היא אבלית 

▪ (G N⁄ )
′
=

(G′N)
N⁄ : N ⊲ G 

▪ G′

G⁄   של ליזציהבהא נקראת G . 

הנגזרת שלה פתירה אמ”מ  Gהסופית  חבורה ▪
 לבסוף  מתאפסת

▪ G   :פתירה אם מתקיים אחד מהתנאים הבאים 
 יש סדרה תת נורמליות עם מנות אבליות. .1
 . 1הסדרה הנגזרת מגיעה ל  .2
 יש סדרה נורמלית עם מנות אבליות.  .3

G  אם K "יע  Qהיא הרחבה של  Gנאמר ש ▪
k⁄ ≅

Q:K ⊲ G 
 :מיון חבורות אבליות .10

,P1חבורה סופית ותהיינה   Gטענה. תהא  ▪ … , Pm ≤ G  
 (.ראשוניים לאו דווקא שונים)הסילו שלה -pת“ח כל 

Gאזי  = ⟨P1, … , Pm⟩  . 
חבורה אבלית סופית ותהא   Gפרימרי: תהא פירוק  ▪

P1 ≤ G  ת“חp1- :סילו, אזיG ≅ P1 × G1   לאיזושהי
G1 ≤ G. 

נובע באינדוקציה כי חבורה אבלית סופית היא מכפלה  ▪
 סילו שלה. -pישרה של ת“ח 

אבלית סופית איזומורפית למכפלה ישרה  -pחבורת  ▪
 ציקליות. p-של חבורות

כל חבורה אבלית סופית הינה מכפלה ישרה של   ▪
 תחבורות ציקליו

 נושאי העשרה:  .11
▪ RSA : 

 קיים מפתח פומבי ופרטי  .1
N  -פומבי  .2 = PQ, e ∈ UN 
deכך ש  d –פרטי  .3 = 1 mod φ(N) 

Xשולחים ל  – הצפנה  .4 ≡ Md modN 
 Mלפי אויילר והמפתחות נקבל את  –פענוח  .5

 החבורה החופשית:  ▪
  ףבתור אותיות, נוסי Xנחשוב על איברי קבוצה   .1

X−1אותיות   = {x−1|x ∈ X}   נסתכל על מילים ,
X)ב ∪ X−1)∗ 

X)הגדרה. מילה ב  .2 ∪ X−1)∗   נקראית מצומצמת אם
  aa−1או   a−1aהיא לא מכילה אף תת מילה מהצורה  

a  עבור ∈ X. 
מכילה   יאה: ראשונה לחבורה החופשית הגדרה  .3

X)ב  כאיברים את כל המילים המצומצמות  ∪ X−1)∗ 
פעולת שרשור ואז מחיקת כל המופעים של   עם

a−1a, aa−1 .באופן רקורסיבי 
אוסף מחלקות    :שנייה לחבורה החופשית הגדרה  .4

  השקילות 
(X ∪ X−1)∗

w1לפיו  ⁄~ ∼ w2   אמ“מ ניתן
להגיע על ידי מספר סופי של הוספה או מחיקה של  

,aa−1תת מילים מהצורה   a−1a הפעולה   . עם- 
 (לי צמצום)במחלקת השקילות של שרשור המילים 

תכונת האוניברסליות של החבורה החופשית: נניח   .5
G = ⟨g1, … , gn⟩  קיים אפימורפיזם  π: Fn ↠ G 

 וחצי המישור העליון:   המודולריתורה  החב ▪
1. H = {z ∈  ℂ|ⅈm(z) > 0} 

)פונקציית מוביוס:   .2
a b
c d

) ∗ z =
az+b

cz+d
 

 טרנזיטיבית פעולת  .3
 SO2(ℝ)המייצב הוא   .4
 אז זה לא טרנזיטיבי  ℤאם עובדים עם   .5

 חבורות פשוטות סופיות:  ▪
ברנסייד: לסדר של חבורה פשוטה לא אבלית   משפט .1

 מחלקים ראשוניים.  3יש לפחות 
פיית‘ תומפסון: חבורה פשוטה היא מסדר   משפט .2

 זוגי.
 חבורות לינאריות:  ▪

1. PSLn(F) =
SLn(F)

Z(SLn(F))
⁄ 

2. PGLn(F) =
GLn(F)

Z(GLn(F))
⁄ 

3. 
GLn(Fq)

 SLn(Fq)
⁄ ≅ Fq

× 

4. .PGL2(Fq) ↪ Sq+1 

 : מדויקותסדרות  ▪
 סדרה של חבורות עם הומו' ביניהם .1

kerכך ש  fⅈ = Im fⅈ−1 
אז השני שיכון, אם נגמר    1אם מתחיל ב – באופן כללי  .2

 אז הלפני האחרון על.  1ב

1קצרה:   .3 → K →
f

G
θ⃗⃗ 
φ
Q → 1 

φהסדרה מתפצלת אם   .4 ⋅ θ = ⅈdQ 
 מכפלה ישרה למחצה:  ▪

φ:Hחבורות ויהי   H,Nתהיינה  .1 → Aut(N)  .'הומו 
Nנגדיר את המכפלה הישרה למחצה:   ⋊φ H =

(n, h): n ∈ N, h ∈ H 

,n1) עם הפעולה: .2 h1) ⋅ (n2, h2) = (n1 ⋅

(φ(h1))(n2), h1h2) 

≅ Nיוצא:   .3 (N, eH) ⊲ N ⋊φ H  

Nחבורה,   Gאם  .4 ⊲ G, H ≤  G  :כך ש 

• NH=G   

• N ∩ H = e 
Gאז   ≅ N ⋊φ H 

חבורות סופיות כך   K,G,Qשור זסנהאוס: תהיינה  .5
1 שהסדרה   → K →  G →  Q → מדוייקת. אם   1 

( | K | ,| Q | ) =1   הסדרה מתפצלת וממילאG ≅ K ⋊
Q 


