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 אינטגרלים לא אמיתיים

 (גרסה נוספת) מבחן דיריכלה

 יהיו:

𝑐, כך שקיים (∞,𝑎] -רציפה ב  𝑓(𝑥)  .א ∈ ℝ  עבורו לכל𝑎 < 𝑏: 

|∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

| < 𝑐 

𝑔(𝑥) .ב
𝑥→∞
 .(∞,𝑎] -מונוטונית וגזירה ברציפות ב  0  →

 אזי, האינטגרל:

∫ 𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥

∞

𝑎

 

 מתכנס )במובן הצר(.

 משפט

 ההוכחה דומה להוכחה הקודמת, ניתן תקציר.

 :עפ"י אינטגרציה בחלקים

∫𝑔(𝑥)⏞
≔𝑢

⋅ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥⏞    
≔𝑑𝑣𝑏

𝑎

= [ 𝑢⏟

=𝑔(𝑥)
𝑏→∞
→   0

⋅ 𝑣⏟
חסום

]

𝑎

𝑏

⏟          
𝑏→∞
→   −𝑢(𝑎)⋅𝑣(𝑎)

−∫𝑣 ⋅ 𝑔′(𝑥) 𝑑𝑥⏞      
=𝑑𝑢𝑏

𝑎

 

𝑔(𝑥)עבור  ↘ 𝑔′(𝑥), כלומר 0 ≤ 0: 

∫|𝑣 ⋅ 𝑔′(𝑥)| 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
|𝑣|≤𝑐

𝑐 ⋅ ∫|𝑔′(𝑥)| 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

∫|𝑣 ⋅ 𝑔′(𝑥)| 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤ 𝑐 ⋅ ∫−𝑔′(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

http://math-wiki.com/images/d/df/%D7%97%D7%A9%D7%91%D7%95%D7%9F_%D7%90%D7%99%D7%A0%D7%A4%D7%99%D7%A0%D7%99%D7%98%D7%A1%D7%99%D7%9E%D7%9C%D7%99_2_%D7%94%D7%A8%D7%A6%D7%90%D7%94_16.pdf
http://math-wiki.com/images/d/df/%D7%97%D7%A9%D7%91%D7%95%D7%9F_%D7%90%D7%99%D7%A0%D7%A4%D7%99%D7%A0%D7%99%D7%98%D7%A1%D7%99%D7%9E%D7%9C%D7%99_2_%D7%94%D7%A8%D7%A6%D7%90%D7%94_16.pdf
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∫|𝑣 ⋅ 𝑔′(𝑥)| 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤ −𝑐 ⋅

(

 
 
𝑔(𝑏)⏞

𝑏→∞
→   0

− 𝑔(𝑎)

)

 
 𝑏→∞
→  𝑐 ⋅ 𝑔(𝑎) 

⇓ 

∫|𝑣 ⋅ 𝑔′(𝑥)| 𝑑𝑥

∞

𝑎

≤ 𝑐 ⋅ 𝑔(𝑎) < ∞ 

 לכן, האינטגרל:

∫ 𝑣 ⋅ 𝑔′(𝑥) 𝑑𝑥

∞

𝑎

 

 :, לכן האינטגרל(בהחלט)מתכנס 

∫ 𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥

∞

𝑎

 

 קיים.

∎ 

 תזכורת

 התכנסות אינטגרל:

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

𝑎

 

 תלויה רק בזנב.

 כן, מספיק לבדוק את התכנסות האינטגרל:ל

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

𝑘

    ;      𝑘 ∈ ℕ 

 )מבחן האינטגרל( משפט

𝑘יהי  ∈ ℕ. 

http://math-wiki.com/images/d/df/%D7%97%D7%A9%D7%91%D7%95%D7%9F_%D7%90%D7%99%D7%A0%D7%A4%D7%99%D7%A0%D7%99%D7%98%D7%A1%D7%99%D7%9E%D7%9C%D7%99_2_%D7%94%D7%A8%D7%A6%D7%90%D7%94_16.pdf
http://math-wiki.com/images/d/df/%D7%97%D7%A9%D7%91%D7%95%D7%9F_%D7%90%D7%99%D7%A0%D7%A4%D7%99%D7%A0%D7%99%D7%98%D7%A1%D7%99%D7%9E%D7%9C%D7%99_2_%D7%94%D7%A8%D7%A6%D7%90%D7%94_16.pdf
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,𝑘]ואינטגרבילית בכל קטע  חיובית, יורדת 𝑓(𝑥)תהי  𝑏]  עבור𝑘 < 𝑏. 

 אזי:

∑ 𝑓(𝑛)

∞

𝑛=𝑘+1

≤ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

𝑘

≤ ∑𝑓(𝑛)

∞

𝑛=𝑘

 

 בפרט, האינטגרל:

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

𝑘

 

 והטור:

∑𝑓(𝑛)

∞

𝑛=𝑘

 

 מתכנסים ומתבדרים יחד.

 המחשה

  
 

 הוכחה

 נוכיח:

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

𝑘

≤ ∑𝑓(𝑛)

∞

𝑛=𝑘

 

𝑘יהי  < 𝑏 . 

0 ≤ 𝑓(𝑥):לכן , 

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑘

≤
𝑀≔[𝑏]+1

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑀

𝑘

 

http://calculus.seas.upenn.edu/?n=Main.ConvergenceTests1
https://www.google.co.il/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwjb86Gn49zMAhUKWBQKHZ2fAkgQjRwIBw&url=http://calculus.seas.upenn.edu/?n%3DMain.ConvergenceTests1&bvm=bv.122129774,d.d24&psig=AFQjCNErTrN7KTnX9PENa5O-ILy71QnMhA&ust=1463425559522800
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⇓ 

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑘

≤ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑘+1

𝑘

+ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑘+2

𝑘+1

+⋯+ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑚

𝑚−1

 

𝑓(𝑥) :יורדת, לכן 

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑘

≤ ∫ 𝑓(𝑘) 𝑑𝑥

𝑘+1

𝑘

+ ∫ 𝑓(𝑘 + 1) 𝑑𝑥

𝑘+2

𝑘+1

+⋯+ ∫ 𝑓(𝑚 − 1) 𝑑𝑥

𝑚

𝑚−1

 

⇓ 

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑘

≤ 𝑓(𝑘) + 𝑓(𝑘 + 1) + ⋯+ 𝑓(𝑚 − 1) 

⇓ 

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑘

≤ ∑ 𝑓(𝑛)

𝑚−1

𝑛=𝑘

 

0 ≤ 𝑓(𝑥):לכן , 

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑘

≤ ∑𝑓(𝑛)

∞

𝑛=𝑘

 

𝑘לכן, לכל  < 𝑏: 

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

𝑘

∞←𝑏
←  ∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑘

≤ ∑𝑓(𝑛)

∞

𝑛=𝑘

 

 לכן:

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

𝑘

≤ ∑𝑓(𝑛)

∞

𝑛=𝑘

 

□ 

 נוכיח:
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∑ 𝑓(𝑛)

∞

𝑛=𝑘+1

≤ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

𝑘

 

𝑘יהי  < 𝑚 ∈ ℕ. 

∑ 𝑓(𝑛)

𝑚

𝑛=𝑘+1

= 𝑓(𝑘 + 1) + 𝑓(𝑘 + 2) + ⋯+ 𝑓(𝑚) 

⇓ 

∑ 𝑓(𝑛)

𝑚

𝑛=𝑘+1

≤ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑘+1

𝑘

+ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑘+2

𝑘+1

+⋯+ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑚

𝑚−1

 

⇓ 

∑ 𝑓(𝑛)

𝑚

𝑛=𝑘+1

≤ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑚

𝑘

𝑚→∞
→   ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

𝑘

 

 )למעשה, משתמשים באפיון גבול לפי לשון הסדרות(. 

𝑘לכן, לכל  < 𝑚: 

∑ 𝑓(𝑛)

∞

𝑛=𝑘+1

∞←𝑚
←   ∑ 𝑓(𝑛)

𝑚

𝑛=𝑘+1

≤ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

𝑘

 

 לכן:

∑ 𝑓(𝑛)

∞

𝑛=𝑘+1

≤ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

𝑘

 

□ 

 לכן:

∑ 𝑓(𝑛)

∞

𝑛=𝑘+1

≤ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

𝑘

≤ ∑𝑓(𝑛)

∞

𝑛=𝑘

 

∎ 



 15.05.2016 17הרצאה  אינטגרלים לא אמיתיים
 יהונתן רגבנכתב על ידי  

 

6 
 

 דוגמה

∑
1

𝑛2

∞

𝑛=1

 

 מתקיים:

1 +
1

4
≤ ∑

1

𝑛2

∞

𝑛=1

= 1 +
1

4
+∑

1

𝑛2

∞

𝑛=3

≤ 1 +
1

4
+ ∫

1

𝑥2
 𝑑𝑥

∞

2

 

 מתקיים:

∫
1

𝑥2
 𝑑𝑥

∞

2

= [−
1

𝑥
]
2

∞

=
1

2
 

1.25 ≤ ∑
1

𝑛2

∞

𝑛=1

≤ 1.75 

∎ 

 עובדה

∑
1

𝑛2

∞

𝑛=1

=
𝜋2

6
≈ 1.644 

 דוגמה

 מקבלים, ללא צורך בהוכחות ייחודיות ומבחן העיבוי:

∑
1

𝑛𝛼
< ∞

∞

𝑛=1

⟺ 1 < 𝛼 

 שכן:

∑
1

𝑛𝛼
< ∞

∞

𝑛=1

⟺
מבחן האינטגרל

∫
1

𝑥𝛼
 𝑑𝑥

∞

1

< ∞ 

 והרי:
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∫
1

𝑥𝛼
 𝑑𝑥

∞

1

< ∞ ⟺  1 < 𝛼 

∎ 

 הערה

 לא כל המשפטים על טורים חיוביים עוברים כלשונם לאינטגרלים.

 אם:

∑𝑎𝑛

∞

𝑛=1

< ∞ 

 אז:

𝑎𝑛
𝑛→∞
→   0 

 שאלה

0נניח ש:  ≤ 𝑓(𝑥) :ו 

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

1

< ∞ 

 האם בהכרח:

𝑓(𝑥)
𝑥→∞
→  0 

 תשובה

 לא!

 :של משולשיםונקציה פ

 (פורמלי אל) רעיון

𝑛כך שלכל  𝑓(𝑥)פונקציה נגדיר  ∈ ℕ מתקיים:  

𝑓(𝑛) .א = 1. 

𝑆Δ 𝑛. .ב =
1

𝑛2
 

 ואז:
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∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

1

= ∑
1

𝑛2

∞

𝑛=1

< ∞ 

  המשלושים.העליונים של  הקודקודים "עיגול"י "תהיה גזירה, זאת ע 𝑓 - גם שניתן 

∎ 

 אינטגרלים לא אמיתיים מסוג שני

 תזכורת

,𝑎] -אינטגרבילית ב  𝑓(𝑥)אם  𝑏]:אז הפונקציה , 

𝐹(𝑡) ≔ ∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑡

𝑎

 

 רציפה.

 בפרט:

𝐹(𝑡)
𝑡→𝑏−

→   𝐹(𝑏) 

⇓ 

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑡

𝑎

𝑡→𝑏−

→   ∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

 מסקנה

,𝑎] -אינטגרבילית ב  𝑓(𝑥)אם  𝑏]:אז הפונקציה , 

𝐺(𝑡) ≔ ∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑡

 

 רציפה.

 בפרט:

𝐺(𝑡)
𝑡→𝑎+

→   𝐺(𝑏) 

⇓ 
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∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑡

𝑡→𝑎+

→   ∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

 הוכחה

𝐺(𝑡) ≔ ∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑡

= ∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

⏞      

קבוע

−∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑡

𝑎

⏞      
רציפה

 

 רציפה. 𝐺(𝑡)ועפ"י משפט 

∎ 

 הגדרה

𝑎  של פונקציה  נקודת סינגולריותהיא𝑓 אם בכל סביבה מנוקבת של הנקודה ,𝑎 הפונקציה ,𝑓 

 אינה חסומה.

 דוגמה

היא נקודת הסינגולריות היחידה של הפונקציה  0
1

𝑥
 .[0,1]בקטע  

 הגדרה )אינטגרל לא אמיתי מסוג שני(

,𝑎)ילית בכל תת קטע של אינטגרב 𝑓אם  .א 𝑏]  ו– 𝑎  נקודת סינגולריות )יחידה( של𝑓 ,

 נגדיר:

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≔ lim
𝑡→𝑎+

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑡

 

,𝑎]אינטגרבילית בכל תת של  𝑓אם  .ב 𝑏)  ו– 𝑏  נקודת סינגולריות )יחידה( של𝑓:נגדיר , 

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≔ lim
𝑡→𝑏−

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑡

𝑎

 

,𝑎)אינטגרבילית בכת תת קטע של  𝑓אם  .ג 𝑏)  ו- 𝑎, 𝑏  נקודות סינגולריות של𝑓 נבחר ,

𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) :ונגדיר 

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≔ ∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑐

𝑎

+∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑐

 

 (.תרגיל - 𝑐)ההגדרה אינה תלויה בבחירת הנקודה 
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𝑠1אם  .ד < 𝑠2 < ⋯ < 𝑠𝑘  כל נקודות הסינגולריות של הן𝑓  ב- [𝑎, 𝑏]  ו– 𝑓  אינטגרבילית

,𝑎]בכל תת קטע של  𝑏] :שאינו מכיל נקודות סינגולריות, נגדיר 

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≔ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑠1

𝑎

+ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑠2

𝑠1

+⋯+ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑠𝑘

𝑠𝑘−1

+ ∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑠𝑘

 

𝑐לכל כאשר  ∈ [𝑎, 𝑏]: 

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑐

𝑐

≔ 0 

 דוגמה

 הפונקציה:

𝑓(𝑥):=
1

𝑥𝛼
 

𝛼 ≤ 0 :𝑓(𝑥)  [0,1] -רציפה, לכן אינטגרבילית ב. 

0 < 𝛼 :0  [0,1] -נקודת סינגולריות יחידה ב. 

∫
1

𝑥𝛼
 𝑑𝑥

1

0

= lim
𝑡→0+

∫
1

𝑥𝛼
 𝑑𝑥

1

𝑡

= {

𝛼 = 1 ∶    lim
𝑡→0+

[log(𝑥)]𝑡
1 = lim

𝑡→0+
(− log(𝑡)) = ∞

𝛼 ≠ 1 ∶  lim
𝑡→0+

[
1

(1 − 𝛼) ⋅ 𝑥𝛼
]
𝑡

1

= {
1 < 𝛼         ∶      ∞
0 < 𝛼 < 1 ∶ סופי  

 
 

 לכן:

∫
1

𝑥𝛼
 𝑑𝑥

1

0

< ∞ ⟺ α ≤ 0 ∨ 0 < 𝛼 < 1 

 למשל:

∫
1

√𝑥
 𝑑𝑥

1

0

< ∞     ;      ∫
1

𝑥2
 𝑑𝑥

1

0

= ∞ 

∎ 

 הערה

,𝑎] - אינטגרבילית ב 𝑓, כאשר (2גרסה )ה ההצבמשפט  𝑏], נקציה נכון גם עבור פו𝑔  מונוטונית

 גזירה ברציפות ועל. ,יורדת ממש

http://math-wiki.com/images/7/73/%D7%97%D7%A9%D7%91%D7%95%D7%9F_%D7%90%D7%99%D7%A0%D7%A4%D7%99%D7%A0%D7%99%D7%98%D7%A1%D7%99%D7%9E%D7%9C%D7%99_2_%D7%94%D7%A8%D7%A6%D7%90%D7%94_14.pdf
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 רעיון

  :הפונקציה

�̃�(𝑡) ≔ (𝑎 + 𝑏) − 𝑔(𝑡) 

  :והפונקציהגזירה ברציפות ועל, עולה, 

𝑓(𝑥) ≔ 𝑓((𝑎 + 𝑏) − 𝑥) 

,𝑎] -אינטגרבילית ב  𝑏]. 

,𝑓(𝑥)הפונקציות  בורע (2גרסה )את משפט ההצבה נפעיל  �̃�(𝑡). 

∎ 

 הערה

,𝑎)אינטגרבילית בכל תת קטע של  𝑓תהי  𝑏]  ו– 𝑎  נקודת סינגולריות )יחידה( של𝑓. 

 אזי:

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= lim
𝑡→𝑎+

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑡

 

 נציב:

𝑥 ≔ 𝑎 +
1

𝑦
 ⟹ 𝑑𝑥 = −

1

𝑦2
 𝑑𝑦 

𝑡 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 ⟹
1

𝑡 − 𝑎
≤ 𝑦 ≤

1

𝑏 − 𝑎
 

𝑎 +
1

𝑦
 :י ההערה"עפ, לכן פונקציה יורדת ממשזוהי  

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= lim
𝑡→𝑎+

∫ 𝑓 (𝑎 +
1

𝑦
) ⋅ (−

1

𝑦2
) 𝑑𝑦

1
𝑏−𝑎

1
𝑡−𝑎

 

⇓ 
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∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= lim
𝑡→𝑎+

∫ 𝑓 (𝑎 +
1

𝑦
) ⋅

1

𝑦2
𝑑𝑦

1
𝑡−𝑎

1
𝑏−𝑎

 

⇓ 

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓 (𝑎 +
1

𝑦
) ⋅

1

𝑦2
 𝑑𝑦

∞

1
𝑏−𝑎

 

 .(ךולהיפ)כל אינטגרל לא אמיתי מסוג שני הוא אינטגרל לא אמיתי מסוג ראשון  לכן,

ים לא המשפטים עבור אינטגרלים לא אמיתיים מסוג ראשון, תקפים גם עבור אינטגרל לכן,

 .(עם שינויים מתאימים)אמיתיים מסוג שני 

∎ 


