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 ℝ𝒏 שליה גוטופול

 סימון

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛. 

 נסמן:

𝐸𝑐 ≔ ℝ𝑛\𝐸 

 הגדרה

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛 . 

𝑥נקודה  ∈ ℝ𝑛  שלנקודה פנימית נקראת 𝐸 אם קיים כדור פתוח שמרכזו ,𝑥  המוכל ב- 𝐸 . 

𝑥נקודה  ∈ ℝ𝑛  שלנקודה חיצונית נקראת 𝐸 אם קיים כדור פתוח שמרכזו ,𝑥  המוכל ב- 𝐸𝑐 . 

𝑥נקודה  ∈ ℝ𝑛  של נקודת שפה נקראת𝐸 אם ,𝑥  שלאינה נקודה פנימית 𝐸  ואינה נקודה חיצונית

 .𝐸 של

 .𝐸��, ומסומן: 𝐸של השפה נקרא  𝐸אוסף נקודות השפה של 

𝑥נקודה  ∈ 𝐸  של נקודה מבודדת נקראת𝐸,  אם קיים כדור פתוח שמרכזו𝑥 שאינו מכיל נקודה ב- 

𝐸  פרט לנקודה𝑥. 

𝑥נקודה  ∈ ℝ𝑛  של נקודה גבולית נקראת𝐸  אם בכל כדור פתוח שמרכזו𝑥  ב קיימת נקודה- 𝐸 

 .𝑥 -השונה מהנקודה 

 .′𝐸מסומן:  𝐸אוסף הנקודות הגבוליות של 

 דוגמה

 תהי: .1

𝐸 = [0,1) 

 כאן:

𝜕𝐸 = {0,1} 

 תהי: .2

𝐸 = [0,1) ∪ {2} 
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 כאן:

𝜕𝐸 = {0,1,2} 

 מבודדת או נקודה גבולית. נקודת שפה היא נקודה .3

 נקודה גבולית היא לא בהכרח נקודת שפה. .4

 היא נקודת שפה. 𝐸 –נקודה גבולית שאינה שייכת ל  .5

  תהי: .6

𝐸 ⊆ ℝ𝑛 

 מתקיים:

𝐸′ ∪ 𝐸 = 𝐸 ∪ 𝜕𝐸 

 הגדרה

𝐸קבוצה  ⊆ ℝ𝑛  אם כל הנקודות בה הן נקודות פנימיות.פתוחה נקראת 

 הערה

,ℝ𝑛עפ"י ההגדרה, הקבוצות   פתוחות. ∅

 משפט

 איחוד של קבוצות פתוחות הוא קבוצה פתוחה. .1

 חיתוך סופי של קבוצות פתוחות הוא קבוצה פתוחה. .2

 הוכחה

 יהיו:  .1

{𝐺𝛼}𝛼∈𝐼 ⊆ ℝ𝑛 

 קבוצות פתוחות.

 תהי:

𝐺 ≔ ⋃ 𝐺𝛼

𝛼∈𝐼

 

 פתוחה. 𝐺נוכיח כי 

 יהי:

𝑥 ∈ 𝐺 

𝛼0קיים , 𝐺עפ"י הגדרת  ∈ 𝐼 :כך ש 
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𝑥 ∈ 𝐺𝛼0  

𝐺𝛼0
0לכן, קיים פתוחה,   < 𝑟 :כך ש 

𝐵(𝑥, 𝑟) ⊆ 𝐺𝛼0  

 :𝐺עפ"י הגדרת 

𝐵(𝑥, 𝑟) ⊆ 𝐺 

 פתוחה. 𝐺לכן, 

∎ 

 יהיו: .2

{𝐺𝑖}𝑖=1
𝑘 ⊆ ℝ𝑛 

 קבוצות פתוחות.

 תהי:

𝐺 ≔ ⋂ 𝐺𝑖

𝑘

𝑖=1

 

 פתוחה. 𝐺נוכיח כי 

 יהי:

𝑥 ∈ 𝐺 

1, לכל 𝐺עפ"י הגדרת  ≤ 𝑖 ≤ 𝑘: 

𝑥 ∈ 𝐺𝑖 

1לכל  ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 ,𝐺𝑖  0קיים פתוחה, לכן < 𝑟𝑖:כך ש , 

𝐵(𝑥, 𝑟𝑖) ⊆ 𝐺𝑖  

 נגדיר:

𝑟 ≔ min
1≤𝑖≤𝑘

𝑟𝑖  

1לכן, לכל  ≤ 𝑖 ≤ 𝑘: 
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𝐵(𝑥, 𝑟) ⊆ 𝐺𝑖 

 :𝐺עפ"י הגדרת 

𝐵(𝑥, 𝑟) ⊆ 𝐺 

 פתוחה. 𝐺לכן, 

∎ 

 דוגמה

 חיתוך אינסופי של קבוצות פתוחות אינו בהכרח קבוצה פתוחה.

𝑘לכל  ∈ ℕנגדיר ,: 

𝐺𝑘 ≔ (0,1 +
1

𝑘
) 

 :נגדיר

.
𝐺 ≔ ⋂ 𝐺𝑘

∞

𝑘=1. . .
. = (0,1]

 

𝑘לכל  ∈ ℕ, 𝐺𝑘 .פתוחה 

 אינה פתוחה. 𝐺אולם, 

∎ 

 הגדרה

∅תהי  ≠ 𝐸 ⊆ ℝ𝑛. 

 .ℐ𝑛𝑡(𝐸), ומסומנת: 𝐸של ם הפנינקראת  𝐸קבוצת הנקודות הפנימיות של 

 משפט

∅תהי  ≠ 𝐸 ⊆ ℝ𝑛. 

 פתוחה. ℐ𝑛𝑡(𝐸)הקבוצה 
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 הוכחה

 יהי:

𝑥 ∈ ℐ𝑛𝑡(𝐸) 

0לכן, קיים  < 𝑟 :כך ש 

𝐵(𝑥, 𝑟) ⊆ 𝐸 

 יהי:

𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑟) 

𝐵(𝑥, 𝑟)  0פתוחה, לכן קיים < 𝜌 :כך ש 

𝐵(𝑦, 𝜌) ⊆ 𝐵(𝑥, 𝑟) 

 לכן:

𝐵(𝑦, 𝜌) ⊆ 𝐸 

 לכן:

𝑦 ∈ ℐ𝑛𝑡(𝐸) 

 לכן:

𝐵(𝑥, 𝑟) ⊆ ℐ𝑛𝑡(𝐸) 

 פתוחה. ℐ𝑛𝑡(𝐸)לכן, 

∎ 

 הגדרה

𝑥תהי  ∈ ℝ𝑛. 

 .𝑥היא קבוצה פתוחה המכילה את  𝑥של הנקודה סביבה 

 הגדרה

𝐸קבוצה  ⊆ ℝ𝑛  אם סגורה נקראת𝐸𝑐 .פתוחה 

 משפט



 8.11.2016 2הרצאה  ℝ𝒏 שלטופולוגיה 
 יהונתן רגבנכתב על ידי  

 

6 
 

 חיתוך של קבוצות סגורות הוא קבוצה סגורה. .1

 ורות הוא קבוצה סגורה.איחוד סופי של קבוצות סג .2

 הוכחה

 מורגן:-הוכחת המשפט נובעת מהשפט הקודם ומכללי דה

(⋂ 𝐹𝛼

𝛼∈𝐼

)

𝑐

= ⋃ 𝐹𝛼
𝑐

𝛼∈𝐼. . .

(⋃ 𝐹𝑖

𝑘

𝑖=1

)

𝑐

= ⋂ 𝐹𝑖
𝑐

𝑘

𝑖=1

 

 דוגמה

 איחוד אינסופי של קבוצות סגורות אינו בהכרח קבוצה סגורה.

𝑛לכל  ∈ ℕ:נגדיר , 

𝐹𝑛 ≔ [0,1 −
1

𝑛
] 

 נגדיר:

𝐹 ≔ ⋃ 𝐹𝑛

∞

𝑛=1. . .
. = [0,1)

 

𝑛לכל  ∈ ℕ, 𝐹𝑛 .סגורה 

 אינה סגורה. 𝐹אולם, 

∎ 

 משפט

𝐹קבוצה  ⊆ ℝ𝑛  .היא סגורה אם ורק אם היא מכילה את כל הנקודות הגבוליות שלה 

 הוכחה

  ⟸   

 סגורה. 𝐹נניח כי 



 8.11.2016 2הרצאה  ℝ𝒏 שלטופולוגיה 
 יהונתן רגבנכתב על ידי  

 

7 
 

𝑥0תהי  ∈ ℝ𝑛 בולית של נקודה ג𝐹. 

 נניח בשלילה כי:

𝑥0 ∈ 𝐹𝑐 

𝐹  סגורה, לכן𝐹𝑐  0קיים פתוחה, לכן < 𝑟 :כך ש 

𝐵(𝑥0, 𝑟) ⊆ 𝐹𝑐 

𝑥0 קיימת נקודה  גבולית, לכן𝑥 ∈ 𝐵(𝑥0, 𝑟) :כך ש 

𝑥 ∈ 𝐹 

 לכן:

𝐵(𝑥0, 𝑟) ⊈ 𝐹𝑐 

 סתירה.

 לכן:

𝑥0 ∈ 𝐹 

 ה את כל הנקודות הגבוליות שלה.מכיל 𝐹לכן, 

  ⟹   

 מכילה את כל הנקודות הגבוליות שלה. 𝐹נניח כי 

 אינה סגורה. 𝐹נניח בשלילה כי 

 אינה פתוחה. 𝐹𝑐לכן, 

𝑥0לכן, קיימת נקודה  ∈ 𝐹𝑐  0כך שלכל < 𝑟: 

𝐵(𝑥0, 𝑟) ⊈ 𝐹𝑐 

0לכן, לכל  < 𝑟  קיימת נקודה𝑥 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑟) :כך ש 

𝑥 ∈ 𝐹 

 .𝐹נקודה גבולית של  𝑥0לכן, 

 לכן:
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𝑥0 ∈ 𝐹 

 סתירה.

 סגורה. 𝐹לכן, 

∎ 

 הגדרה

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛. 

𝐸הקבוצה  ∪ 𝐸′  של הסגור נקראת𝐸 ומסומנת ,𝐸̅. 

 הערה

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛. 

 אזי:

𝐸̅ = 𝐸 ∪ 𝜕𝐸 

 למה

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛. 

 הוא קבוצה סגורה. 𝐸̅הסגור 

 הגדרה

𝐸קבוצה  ⊆ ℝ𝑛  אם קיים כדור פתוח המכיל את חסומה נקראת𝐸. 

 הגדרה

𝐸קבוצה  ⊆ ℝ𝑛  אם היא סגורה וחסומה.קומפקטית נקראת 

 הגדרה

∅תהי  ≠ 𝐸 ⊆ ℝ𝑛 .קבוצה חסומה 

 הוא המספר: 𝐸של הקוטר 

diam 𝐸 ≔ sup
𝑥,𝑦∈𝐸

||𝑥 − 𝑦|| 
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 משפט )הלמה של קנטור(

 , כך ש:ℝ𝑛 -ומפקטיות לא ריקות ב סדרה של קבוצות ק {𝐸𝑘}תהי 

𝑘לכל  .1 ∈ ℕ:מתקיים , 

𝐸𝑘+1 ⊆ 𝐸𝑘  

 מתקיים: .2

lim
𝑘→∞

diam 𝐸𝑘 = 0 

 אזי, החיתוך:

⋂ 𝐸𝑘

∞

𝑘=1

 

 ויחידה. אחתנקודה  מכיל

 הוכחה

 תחילה, נוכיח כי:

⋂ 𝐸𝑘

∞

𝑘=1

≠ ∅ 

𝑘לכל  ∈ ℕ: 

𝐸𝑘 ≠ ∅ 

𝑘לכן, לכל  ∈ ℕחר באופן שרירותי:, נב 

𝑥𝑘 ∈ 𝐸𝑘  

 .{𝑥𝑘}נקבל סדרה 

 סדרת קושי. {𝑥𝑘}נוכיח כי 

0יהי  < 𝜀. 

𝑁, קיים (2)עפ"י  ∈ ℕ כך שלכל ,𝑁 ≤ 𝑘 ∈ ℕ:מתקיים , 

diam 𝐸𝑘 < 𝜀 
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𝑁לכל  ≤ 𝑘, 𝑚 ∈ ℕ,  (1)עפ"י: 

𝑥𝑘, 𝑥𝑚 ∈ 𝐸𝑁 

 לכן, עפ"י הגדרת הקוטר, מתקיים:

||𝑥𝑘 − 𝑥𝑚|| ≤ diam 𝐸𝑁

. . .

. < 𝜀
 

 סדרת קושי. {𝑥𝑘}לכן, 

 מתכנסת.  {𝑥𝑘}לכן, 

 נסמן:

𝑎 ≔ lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 

 נוכיח כי:

𝑎 ∈ ⋂ 𝐸𝑘

∞

𝑘=1

 

𝑘0יהי  ∈ ℕ. 

 נניח בשלילה כי:

𝑎 ∈ 𝐸𝑘0

𝑐  

𝑘0, לכל (1)עפ"י  ≤ 𝑘 ∈ ℕ: 

(𝒾): 𝑥𝑘 ∈ 𝐸𝑘0  

𝐸𝑘0
𝐸𝑘0קומפקטית, ובפרט סגורה, לכן  

𝑐 .פתוחה 

0לכן, קיים  < 𝜀0:כך ש , 

𝐵(𝑎, 𝜀0) ⊆ 𝐸𝑘0

𝑐  

𝑁0קיים  ∈ ℕ כך שלכל ,𝑁0 ≤ 𝑘 ∈ ℕ, מתקיים: 

||𝑥𝑘 − 𝑎|| < 𝜀0 

𝑁0לכל  ,חתוהפר דוהכת דרהגי "פע ≤ 𝑘 ∈ ℕ: 
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(𝒾𝒾): 𝑥𝑘 ∈ 𝐵(𝑎, 𝜀0)
. . . .
 . ∈ 𝐸𝑘0

𝑐
 

,max{𝑘0יהי  𝑁0} ≤ 𝑚0 ∈ ℕ. 

 :(𝒾)י "עפ

𝑥𝑚0
∈ 𝐸𝑘0 

 :(𝒾𝒾)י "עפ

𝑥𝑚0
∈ 𝐸𝑘0

𝑐  

 סתירה.

 :לכן

𝑎 ∈ 𝐸𝑘0 

𝑘0ל נכון לכל "הנ ∈ ℕלכן ,: 

𝑎 ∈ ⋂ 𝐸𝑘

∞

𝑘=1

 

 :לכן

⋂ 𝐸𝑘

∞

𝑘=1

≠ ∅ 

 :נוכיח כי כעת,

|⋂ 𝐸𝑘

∞

𝑘=1

| = 1 

 :יהיו

𝑎, 𝑏 ∈ ⋂ 𝐸𝑘

∞

𝑘=1

 

𝑘לכל  לכן, ∈ ℕ: 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐸𝑘 
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𝑘י הגדרת הקוטר, לכל "עפ ∈ ℕ: 

||𝑎 − 𝑏|| ≤ diam 𝐸𝑘 

 :נקבל ומשפט הסנדוויץ', (2)י "עפ

||𝑎 − 𝑏|| = 0 

 :לכן

𝑎 − 𝑏 = 0 

 :לכן

𝑎 = 𝑏 

 :לכן

|⋂ 𝐸𝑘

∞

𝑘=1

| = 1 

∎ 


