
–תת חבורה   𝒑 17.01.2017  19הרצאה   סילו 
 על ידי נועם יערי נכתב 

 

1 
 

 הערה

𝑛𝑝 = –תת חבורה ⟺ סילו יחידה  – 𝑝יש תת חבורת  ⟺ 1  𝑝 סילו היא נורמלית 

 דוגמא

⟹ |𝐺| = 24 = 23 ⋅ 3 

⟹ 𝑛2 ≡ 1(mod 2), 𝑛2|24 

⟹ 𝑛2|3 

⟹ 𝑛2 = 1,3 

 

⟹ 𝑛3 ≡ 1(mod 3), 𝑛3|24 

⟹ 𝑛3|8 

⟹ 𝑛3 = 1,4 

 

𝐺נתבונן במקרה  = 𝑆4. 

–תתי חבורות  ℤ3סילו: למשל  3  ≅ 〈(1 2 3)〉. 

𝑖 ,𝑝𝑖לכל  = 〈(𝑖 + 1 𝑖 + 2 𝑖 + –תתי חבורות  〈(3  סילו. 3 

–תת חבורה  𝐷4סילו:  2  = 〈(1 2 3 4), (1 4)(2 3)〉. 

–יש שלוש תתי חבורות   סילו, איזומורפיות. 2 

 דוגמא

|𝐺| = 72 = 23 ⋅ 32 

 ? 𝐺מה אפשר להגיד על 

𝑛2 ≡ 1(mod 2), 𝑛3 ≡ 1(mod 3) 

𝑛2|32, ,1, 1  𝑛3|23 

𝑛2 = 1,3,9, 1,     𝑛3 = 1,4  

:𝐺]נניח  𝑁𝐺(𝑃)] = 𝑛3 =  משפט קיילי ונקבל שיש הומומורפיזם. נפעיל את העידון של 4

𝐺 → 𝑆4 :כך שמתקיים 

𝐾 ≔ ker ⊆ 𝑁𝐺(𝑃), 𝐺
𝐾⁄ ↪ 𝑆4    ⟹    

|𝐺|

|𝐾|
| 24 ⟹ |𝐾||3 
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𝐾0נבחר  ≤ 𝐾  כעת 3מסדר ,𝐾0𝑃 = 𝑃𝐾0  כי𝑝 ⊲ 𝑁𝐺(𝑝)  אבל|𝑃𝐾0| | |𝑃| לכן ,𝐾0 ⊆ 𝑃. 

–חיתוך של כל תתי חבורות השווה ל 3מסדר  𝐾0לכן יש תת חבורה   .סילו 3 

𝐾0לכן  ⊲ 𝐺. 

 נקבל שני מקרים:

1. 𝐺
𝐾⁄ ≅ 𝑆4 כלומר ,𝐾 = 𝐾0. 

2. |𝐾 𝐾0
⁄ | = 𝐺ואז  2

𝐾⁄ ≅ 𝐴4. 

 תזכורת

𝑝חבורת  𝑃אם  𝐻, לכל − ≨ 𝑃  מתקיים𝐻 ⊂ 𝑁𝐺(𝐻). 

 טענה

 .𝐺תת חבורת סילו של  𝑃תהי 

𝑁𝐺(𝑁𝐺(𝑃)) = 𝑁𝐺(𝑃) 

 הוכחה

 טריוויאלי. ⊆הכיוון 

 :⊇הכיוון 

𝑥יהי  ∈ 𝑁𝐺(𝑁𝐺(𝑃)):כלומר . 

𝑥𝑃𝑥−1 ⊆ 𝑁𝐺(𝑥𝑃𝑥−1) = 𝑥𝑁𝐺(𝑃)𝑥−1 = 𝑁𝐺(𝑃) 

–יכול להכיל תת חבורת אינו  𝑝אבל המנרמל של   𝑝 :סילו אחרת ולכן 

𝑥𝑃𝑥−1 = 𝑃 ⟹ 𝑥 ∈ 𝑁𝐺(𝑃) 

 משפט

 .𝐺תת חבורת סילו של  𝑃תהי 

𝑁𝐺(𝑃)לכל  ⊆ 𝐻 :מתקיים 

𝑁𝐺(𝐻) = 𝐻 
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 הוכחה

𝐻שמתקיים ברור  ⊆ 𝑁𝐺(𝐻) נניח שמתקיים .𝑥 ∈ 𝑁𝐺(𝐻). 

 כלומר:

𝑥𝑃𝑥−1 ⊆ 𝑁𝐺(𝑥𝑃𝑥−1) = 𝑥𝑁𝐺(𝑃)𝑥−1 ⊆ 𝑥𝐻𝑥−1 = 𝐻 

 לכן:

𝑃, 𝑥𝑃𝑥−1 ⊆ 𝐻 

–לכן שתיהן חבורות   𝑝  סילו של𝐻. 

ℎ, כלומר יש 𝐻 –משפט סילו השני, הן צמודות ב לפי  ∈ 𝐻  כך ש- 𝑥𝑃𝑥−1 = ℎ𝑃ℎ−1. 

𝑃(ℎ−1𝑥)−1(ℎ−1𝑥)כעת,  = 𝑃. 

 מתקיים: כלומר

       ℎ−1𝑥 ∈ 𝑁𝐺(𝑃) ⊆ 𝐻 

⟹ 𝑥 ∈ ℎ𝐻 = 𝐻 
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 תרגיל דוגמא 

 חבורה מסדר מסוים אינה פשוטה.הוכח שכל 

 דוגמא

|𝐺| = 30 = 2 ⋅ 3 ⋅ 5 

 

𝑛2 = 1,3,5,15 

𝑛3 = 1,10 

𝑛5 = 1,6 

 

𝐺, אז 𝑚פשוטה ויש לה תת חבורה מאינדקס  𝐺 אם ↪ 𝑆𝑚. 

|𝐺|אבל  𝑚יש תת חבורה מאינדקס  𝐺 –אם ל  ∤ 𝑚!  אז𝐺 .אינה פשוטה 

 

𝑛𝑖 -פשוטה  𝐺אם  ≠ 1 ,𝑛2 ≠ 3 

𝑛2, 30אין תת חבורה מסדר  𝑆5ובגלל שלחבורה  ≠ 5. 

𝑛2אבל אם  = 15, 𝑛3 = 10, 𝑛5 = . זה 2 איברים מסדר 15 - ו 3מסדר  20, 5מסדר  24יש  6

 לכן זה לא יתכן. |𝐺| -יותר מ 

 

 


