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 שיטות לפענוח המבנה של חבורה מתוך הסדר שלה

 משפטי סילו. .1

 ספירת איברים. .2

 העידון של משפט קיילי. .3

𝑁משפט  .4
𝐶⁄. 

 מרכזים ומנרמלים. .5

 תרגיל

 אבלית.היא  45חבורה מסדר כל  הוכיחו כי

 פתרון

 מתקיים:

45 = 32 ⋅ 5 

 לכן:

𝑛3 = 1
. . .

𝑛5 = 1
 

 .5מסדר  𝒫5חבורה נורמלית -ותת 9מסדר  𝒫3חבורה נורמלית -לכן, קיימת תת

 לכן:

𝐺 ≅ 𝒫3 × 𝒫5

. . .

. ≅ {
ℤ45

.
ℤ9 × ℤ5

 

 אבלית. 𝐺לכן, 

∎ 

 משפט

 GL3(𝔽2) -ו  60מסדר  A5אינן פשוטות, למעט  240 –כל החבורות הלא אבליות מסדר קטן מ 

 .168מסדר 
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 תזכורת )מכפלה ישרה(

𝐺 ≅ 𝐾 × 𝑄 

⇕ 

𝐾 ⊲ 𝐺
   

𝑄 ⊲ 𝐺
   

𝐾 ∩ 𝑄 = 1
   

𝐾𝑄 = 𝐺

 

 הגדרה

 חבורה. 𝐺תהי 

,𝑄תהיינה  𝐾 ≤ 𝐺 חבורות.-תת 

𝐺  של מכפלה ישרה למחצה היא𝑄  ב– 𝐾  אם𝐾, 𝑄  משלימות ו- 𝐾 ⊲ 𝐺. 

 נסמן:

𝐺 ≅ 𝐾 ⋊ 𝑄 

 דוגמה

 מתקיים:

S3 ≅ ℤ3 ⋊ ℤ2 

 באופן כללי:

S𝑛 ≅ A𝑛 ⋊ ℤ2 

 הערה

,𝐾תהיינה  𝑄 .חבורות 

𝐺נתון כי  ≅ 𝐾 ⋊ 𝑄. 

,𝐾מתוך לוחות הכפל של  𝐺נרצה לשחזר את לוח הכפל של  𝑄. 

,𝑔לכל  𝑔′:מתקיים , 
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𝑔 = 𝑘𝑞
   

𝑔′ = 𝑘′𝑞′
  

 נרצה לרשום:

𝑔𝑔′ = 𝑘′′𝑞′′ 

 מתקיים:

𝑘𝑞 ⋅ 𝑘′𝑞′ = 𝑘(𝑞𝑘′𝑞−1) ⋅ 𝑞𝑞′ 

 .𝐾על  𝑄משרה פעולה של  𝐾הנורמליות של 

 לכן:

𝐾 ⋊ 𝑄 המבנה של 

⇕ 

(𝐾, 𝑄, 𝐾 על 𝑄 פעולת) 

 הגדרה

 חבורה. 𝐺תהי 

,𝑄תהיינה  𝐾 ≤ 𝐺 חבורות.-תת 

𝐾אם  𝐾 –ב  𝑄של הרחבה היא  𝐺חבורה  ⊲ 𝐺  ו- 𝐺
𝐾⁄ ≅ 𝑄. 

 :קצרה מדויקתסדרה לחילופין, קיימת 

1 → 𝐾 ↪ 𝐺 ↠ 𝑄 → 1 

 הערה

,𝐾תהיינה  𝑄 .חבורות 

 .𝐾 –ב  𝑄היא הרחבה של  𝐺נתון כי 

,𝐾 -מ  𝐺נרצה לשחזר את  𝑄. 

 דוגמה

 מכפלה ישרה למחצה היא הרחבה.
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1 → 𝐾 ↪ 𝐾 ⋊ 𝑄 ↠ 𝑄 → 1 

 דוגמה

1 → ℤ2 → ℤ2 × ℤ2 → ℤ2 → 1 

1 → ℤ2 → ℤ4 → ℤ2 → 1 

 הערה

𝐾  הצמדה אם ורק אם  ידי-עצמה עלפועלת על𝐾 .אבלית 

 הערה

 .𝐾על  𝑄אבלית, כל הרחבה משרה פעולה של  𝐾כאשר 

 הערה

 .𝐾חבורה הפועלת על חבורה אבלית  𝑄תהי 

 אזי, קיימות חבורות קוהומולוגיה:

𝐻𝑖(𝑄, 𝐾), 0 ≤ 𝑖 

 הערה

 .𝐾הפועלת על חבורה אבלית  𝑄נתונה חבורה 

𝐺 ≅ 𝐾 × 𝑄 

1 ↓ 

2 𝐺 ≅ 𝐾 ⋊ 𝑄 

3 ↓ 

𝐺 ≅ 𝐾 ⋊ 𝑄 

4 ↓ 

1 → 𝐾 ↪ 𝐺 ↠ 𝑄 → 1 

                                                           
1
,𝐻0(𝑄החץ ההפוך כאשר   𝐾). 
2
 צמודים זה לזה. 𝐾כאשר כל המשלימים של  
3
,𝐻1(𝑄החץ ההפוך כאשר   𝐾) = 0. 
4
,𝐻2(𝑄החץ ההפוך כאשר   𝐾) = 0. 
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 הערה

1 → 𝐾 → 𝐺 → 𝑄 → 1
. . ↓ . ↓ . ↓ . .
1 → Inn 𝐾 → Aut 𝐾 → Out 𝐾 → 1

 

 לכן, כל הרחבה מגדירה "פעולה חיצונית":

𝛼: 𝑄 → Out 𝐾 

 הערה

 .Z(𝐾), המשרה פעולה על המרכז 𝐾על חבורה  𝛼עם פעולה חיצונית  𝑄נתונה חבורה 

,𝐻3(𝑄אם  𝑍(𝐾)) =  קיימת הרחבה:, אז 0

1 → 𝐾 ↪ 𝐺 ↠ 𝑄 → 1 

 .𝛼המממשת את הפעולה החיצונית 

 דוגמה

1 → A4 → S4 → ℤ2 → 1
. . ↓ . ↓ . ↓ . .
1 → A4 → S4 → ℤ2 → 1

 

 דוגמה

1 → K4 → S4 → S3 → 1 

 תזכורת

𝑛לכל  ≠  , מתקיים:2,6

Aut A𝑛 = S𝑛 


