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 גבול עליון ותחתון

 הגדרה

lim̅̅מסומן  𝑎𝑛של סדרה  הגבול העליון ̅̅  
𝑛→∞

𝑎𝑛  )של  הוא הגבול החלקי הגדול ביותר )במובן הרחב

𝑎𝑛. 

 מהדוג

lim̅̅ ̅̅
𝑛→∞

(−1)n = 𝑛(1−)כי    1 ≤  .1. נקבל גבול 2𝑛(1−), ואם ניקח את הת"ס 𝑛לכל  1

 למה

𝑎𝑛אם  ≤ 𝑐  לכל𝑛 ומתקיים ,𝑎𝑛 → 𝑎 אז ,𝑎 ≤ 𝑐. 

 הוכחה

𝑐נניח בשלילה  < 𝑎 ניקח ,𝜖  מספיק קטן כך ש𝑐 < 𝑎 − 𝜖 .𝑎𝑛 → 𝑎 לכן ,𝑎𝑛≤𝑐
∈ (𝑎 − 𝜖, 𝑎 +

𝜖)  לבסוף לכן𝑎 − 𝜖 < 𝑐 .בסתירה 

 הערה

𝑎𝑛→𝑎ייתכן 
< 𝑐  ובכל זאת𝑎 = 𝑐 :למשל .(−

1

𝑛
)

→0
< 0 ,lim

𝑛→∞
(−

1

n
) = 0   

 הערה

 לכל סדרה יש ת"ס שמתכנסת במובן הרחב.

 הוכחה

)ממשי(. אחרת, הסדרה אינה  ת"ס מתכנסת, ולכן יש לה גבול חלקיאם הסדרה חסומה, אז יש לה 

אז יש , אם אינה חסומה מלרע. ∞ - חסומה. אם אינה חסומה מלעיל, אז יש לה ת"ס ששואפת ל

 .∞− -לה ת"ס ששואפת ל 

 למה

 יש גבול חלקי גדול ביותר. 𝑎𝑛לכל סדרה 
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  הוכחה

 הוא גבול חלקי, והוא הגדול ביותר. ∞אפשרות א': הסדרה אינה חסומה מלעיל. אז 

 אפשרות ב': הסדרה חסומה מלעיל. שני מקרים:

1. 𝑎𝑛 → lim̅̅אז  ∞− ̅̅
𝑛→∞

an = −∞   

2. 𝑎𝑛 ↛ 𝑐-כך ש 𝑐. ז"א יש ממשי ∞− ≤ 𝑎𝑛  לאינסוף ערכים של𝑛 תהי .𝑏𝑛  הת"ס

𝑐אשר  𝑎𝑛המכילה את כל האיברים  𝑎𝑛של  ≤ .𝑏𝑛 .חסומה lim̅̅ ̅̅
𝑛→∞

bn    קיים, אז הוא

lim̅̅שווה ל ̅̅
𝑛→∞

an   :הסבר .𝑐 ≤ 𝑏  לכל𝑛 ולכן ,𝑐 ≤ lim̅̅ ̅̅
𝑛→∞

bn   כגבול של סדרת(

𝑐איברים  𝑎𝑚𝑛. אילו הייתה ת"ס (≥
→ 𝑎 > lim̅̅ ̅̅

𝑛→∞
bn ≥ 𝑐 פרט , אז לבסוף ,

𝑎𝑚𝑛ים, -𝑛למספר סופי של 
> 𝑐 .)נסיר מהסדרה  )מהלמה בתחילת ההרצאה𝑎𝑚𝑛

 

𝑐מס' סופי של איברים, נקבל  ≤ 𝑎𝑚𝑛
𝑎𝑚𝑛. עדיין nלכל  

→ 𝑎 וזו ת"ס של  ,𝑏𝑛 אז 

lim̅̅ ̅̅
𝑛→∞

bn < 𝑎 ≤ lim̅̅ ̅̅
𝑛→∞

bn .זה מוכיח  בסתירהlim
𝑛→∞
̅̅ ̅̅ ̅ 𝑏n    גדול או שווה לכל גבול

 יש גבול חלקי גדול ביותר. 𝑏𝑛מיידי מכך שכל ת"ס של  ≤הכיוון  .𝑎𝑛חלקי של 

 טענה

 יש גבול חלקי גדול ביותר. 𝑏𝑛לכל סדרה חסומה     

𝐿קבוצת הגבולות החלקיים של הסדרה.  Lהסדרה חסומה. תהי  ≠ 𝜙 .L  חסומה

𝑎𝑛)אם  ≤ 𝑐  לכלn אז כל גבול חלקי ,𝑎 יקיים 𝑎 ≤ 𝑐 נסמן .𝑏 ≔ sup 𝐿. 

מכילה אינסוף  aכל סביבה של  ↔ 𝑎𝑛הוא גבול חלקי של סדרה  𝑎)הערה: 

 (מאברי הסדרה.

𝜖יהי  > 𝑏 :(𝑏של  𝜖סביבת . נראה שיש אינסוף מאברי הסדרה ב0 − 𝜖, 𝑏 + 𝜖). 

 𝑏 − 𝜖 < 𝑏sup 𝐿  לכן יש𝑏 − 𝜖 < 𝑎 ∈ 𝐿. 𝑎 ∈ 𝐿  לכן יש ת"ס𝑎𝑚𝑛
→ 𝑎 ניקח .

𝜖′ > 𝑎)כך ש  0 − 𝜖′, 𝑎 + 𝜖′) ⊆ (𝑏 − 𝜖, 𝑏 + 𝜖) 

 [𝜖′ < (𝑏 + 𝜖) − 𝑎, 𝜖′ < 𝑎 − (𝑏 − 𝜖)] 

n ,𝑎𝑚𝑛לכמעט כל   
∈ (𝑎 − 𝜖′, 𝑏 + 𝜖)  ובפרט𝑎𝑚𝑛

∈ (𝑏 − 𝜖, 𝑏 + 𝜖). 

∎ 

 הגדרה

 lim 𝑎𝑛הוא הגבול החלקי ביותר שלה ומסומן  𝑎𝑛של סדרה  הגבול התחתון
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 למה

 לכל סדרה יש גבול תחתון )במובן הרחב(

 הוכחה

lim . מהלמה הקודמת, קיים𝑎𝑛תהי נתונה  𝑎𝑛,=,lim̅̅ ̅̅ (−𝑎𝑛). .)תרגיל בית( 

 משפט

lim ↔מתכנסת במובן הרחב  𝑎𝑛סדרה  𝑎𝑛,=,lim̅̅ ̅̅ (𝑎𝑛). 

 הוכחה

𝑎𝑛אם (→)  → 𝑎  אז לכל ת"ס מתקיים𝑎𝑚𝑛
→ 𝑎  ואזlim 𝑎𝑛,=,𝑎 = lim̅̅ ̅̅ (𝑎𝑛). 

limיהי  (←) 𝑎𝑛,=,𝑎: = lim̅̅ ̅̅ (𝑎𝑛).  נוכיח𝑎𝑛 → 𝑎כלומר, לכל סביבה . (𝑎 − 𝜖, 𝑎 + 𝜖) 

𝑎𝑛, לבסוף, כל 𝑎של  ∈ (𝑎 − 𝜖, 𝑎 + 𝜖).  

𝑎𝑛ים כך ש -𝑛מקרה א: יש אינסוף  < 𝑎 − 𝜖 יש  . לתת הסדרה המורכבת מאיברים אלה

limת"ס מתכנסת במובן הרחב.  𝑎𝑛 = 𝑎 > 𝑎 − 𝜖 ≥ 𝑏 

∎ 

 

 


