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 התכנסות סדרת משתנים מקריים

 תזכורת

 סדרת משתנים מקריים. 𝑌𝑛תהי 

 התכנסות כמעט בוודאות: .1

𝑌𝑛
𝑎.𝑠
→ 𝛼 :אם 

𝑃 ( lim
𝑛→∞

𝑌𝑛 = 𝛼) = 1 

 :של המספרים הגדולים החזקהחוק 

𝑋𝑛̅̅̅̅
𝑎.𝑠
→ 𝜇 

 התכנסות בהסתברות: .2

 𝑌𝑛
𝑃
→ 𝛼 :אם 

∀𝜀 ∶   lim
𝑛→∞

𝑃(|𝑌𝑛 − 𝛼| < 𝜀) = 1 

 :החוק החלש של המספרים הגדולים

𝑋𝑛̅̅̅̅
𝑃
→𝜇 

 התכנסות בהתפלגות: .3

𝑌𝑛
𝐷
→ 𝛼 :אם 

∀𝑎 ∶  lim
𝑛→∞

 𝑃(𝑌𝑛 ≤ 𝑎) = 𝑃(𝑌 ≤ 𝑎) 

∎ 

 דוגמה

𝑋𝑛~𝑏יהיו  (
1

2
 ובלתי תלויים. (

𝑌𝑛 ≔∑2−𝑘 ⋅ 𝑋𝑘

𝑛

𝑘=1

𝑛→∞
→   ∑2−𝑘 ⋅ 𝑋𝑘

∞

𝑘=1

 

⇓ 

http://math-wiki.com/images/7/77/%D7%9E%D7%91%D7%95%D7%90_%D7%9C%D7%94%D7%A1%D7%AA%D7%91%D7%A8%D7%95%D7%AA_%D7%95%D7%A1%D7%98%D7%98%D7%99%D7%A1%D7%98%D7%99%D7%A7%D7%94_%D7%94%D7%A8%D7%A6%D7%90%D7%94_19.pdf
http://math-wiki.com/images/7/77/%D7%9E%D7%91%D7%95%D7%90_%D7%9C%D7%94%D7%A1%D7%AA%D7%91%D7%A8%D7%95%D7%AA_%D7%95%D7%A1%D7%98%D7%98%D7%99%D7%A1%D7%98%D7%99%D7%A7%D7%94_%D7%94%D7%A8%D7%A6%D7%90%D7%94_19.pdf
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𝑌𝑛
𝐷
→  𝑈[0,1] 

∎ 

 הגבול המרכזימשפט 

,𝑋1יהיו  𝑋2,  .𝜎2ושונות  𝜇משתנים מקריים שווי התפלגות ובלתי תלויים, עם תוחלת  ⋯

 אז:

𝑋𝑛̅̅̅̅ − 𝜇
𝜎

√𝑛

𝐷
→𝑁(0,1)  

 הערה

𝑛𝜃 ⋅
𝑋𝑛̅̅̅̅ − 𝜇

𝜎

𝐷
→

{
 
 

 
 0 ,             𝜃 <

1

2

𝑁(0,1) ,   𝜃 =
1

2

∞ ,            𝜃 >
1

2

 

 1למה 

 משתנה מקרי. 𝑋יהי 

𝑡מוגדרת לכל  𝑀𝑋(𝑡)אם  ∈ ℝ אז ,𝑀𝑋(𝑡)  קובעת את ההתפלגות של𝑋. 

 2למה 

 סדרת משתנים מקריים. 𝑋𝑛תהי 

𝑀𝑋𝑛(𝑡)אם 
𝑛→∞
→   𝑀𝑋(𝑡)  לכל𝑡 ∈ ℝ אז ,𝑋𝑛

𝐷
→𝑋. 

 הוכחת המשפט

𝑛לכל  ∈ ℕ ,:נגדיר 

𝑌𝑛 ≔
𝑋𝑛 − 𝜇

𝜎
 

 כעת:

𝐸(𝑌𝑛) = 0      ;      𝑉(𝑌𝑛) = 1 



 15.05.2016  20הרצאה   התכנסות סדרת משתנים מקריים
 נכתב על ידי יהונתן רגב משפט הגבול המרכזי

 

3 
 

 למעשה:

𝑌𝑛̅̅̅ =
𝑋𝑛̅̅̅̅ − 𝜇

𝜎
 

 נוכיח:

√𝑛 ⋅ 𝑌𝑛̅̅̅
𝐷
→𝑁(0,1) 

 .𝑀𝑌(𝑡)נתבונן בפונקציה 

 .𝑀𝑌(𝑡)נרצה לקבל נוסחה עבור 

𝑡נניח שהפונקציה הנ"ל מוגדרת לכל  ∈ ℝ . 

 מתקיים:

𝑀𝑌(0) = 1 

𝑀𝑌
′ (0) = 𝐸(𝑌) = 0 

𝑀𝑌
′′(0) = 𝐸(𝑋2) = 1 

 :של הפונקציה יוצרת המומנטיםעפ"י ההגדרה 

𝑀√𝑛⋅𝑌𝑛̅̅ ̅(𝑡) = 𝐸(𝑒
𝑡⋅√𝑛⋅𝑌𝑛̅̅ ̅) 

⇓ 

𝑀√𝑛⋅𝑌𝑛̅̅ ̅(𝑡) = 𝐸 (𝑒
𝑡

√𝑛
⋅(𝑌1+⋯+𝑌𝑛)

) 

⇓ 

𝑀√𝑛⋅𝑌𝑛̅̅ ̅(𝑡) = 𝐸 (𝑒
𝑡

√𝑛
⋅𝑌1
⋯𝑒

𝑡

√𝑛
⋅𝑌𝑛
) 

𝑋𝑖 :בלתי תלויים, לכן 

𝑀√𝑛⋅𝑌𝑛̅̅ ̅(𝑡) = 𝐸 (𝑒
𝑡

√𝑛
⋅𝑌1
)⋯𝐸 (𝑒

𝑡

√𝑛
⋅𝑌𝑛
) 

𝑋𝑖 :שווי התפלגות, לכן 
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𝑀√𝑛⋅𝑌𝑛̅̅ ̅(𝑡) = 𝑀𝑌 (
𝑡

√𝑛
)
𝑛

 

 , ונקבל:logנפעיל 

log𝑀√𝑛⋅𝑌𝑛̅̅ ̅(𝑡) = 𝑛 ⋅ log𝑀𝑌 (
𝑡

√𝑛
) 

⇓ 

log𝑀√𝑛⋅𝑌𝑛̅̅ ̅(𝑡) =

log𝑀𝑌 (
𝑡

√𝑛
)

1
𝑛

 

⇓ 

log𝑀√𝑛⋅𝑌𝑛̅̅ ̅(𝑡) =
(
0
0
)

(𝑀𝑌
′ (
𝑡

√𝑛
) ⋅ 𝑡 ⋅ (−

1
2) ⋅ 𝑛

−
3
2)

𝑀𝑌 (
𝑡

√𝑛
)

−
1
𝑛2

 

⇓ 

log𝑀√𝑛⋅𝑌𝑛̅̅ ̅(𝑡) =

𝑀𝑌′ (
𝑡

√𝑛
)

𝑛−
1
2

⋅
𝑡

2 ⋅ 𝑀𝑌 (
𝑡

√𝑛
)

⏞        

𝑛→∞
→   

𝑡
2
 

 

⇓ 

log𝑀√𝑛⋅𝑌𝑛̅̅ ̅(𝑡) =
(
0
0
) 𝑀𝑌

′′ (
𝑡

√𝑛
) ⋅ 𝑡 ⋅ (−

1
2) ⋅ 𝑛

−
3
2

−
1
2 ⋅ 𝑛

−
3
2

⋅
𝑡

2 ⋅ 𝑀𝑌 (
𝑡

√𝑛
)
  

⇓ 

log𝑀√𝑛⋅𝑌𝑛̅̅ ̅(𝑡)
𝑛→∞
→   

𝑡2

2
  

𝑡לכן, לכל  ∈ ℝ: 
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𝑀√𝑛⋅𝑌𝑛̅̅ ̅(𝑡)
𝑛→∞
→   𝑒

𝑡2

2 =⏞
למה 1

𝑀𝑁(0,1)(𝑡) 

 (:2עפ"י למה )

√𝑛 ⋅ 𝑌𝑛̅̅̅
𝐷
→𝑁(0,1) 

 לכן:

𝑋𝑛̅̅̅̅ − 𝜇
𝜎

√𝑛

𝐷
→𝑁(0,1)  

∎ 

 מסקנה

lim
𝑛→∞

𝑃(
𝑋𝑛̅̅̅̅ − 𝜇
𝜎

√𝑛

≤ 𝑧) = ∫
1

√2𝜋
⋅ 𝑒−

𝑡2

2  𝑑𝑡

𝑧

−∞

 

 מקרה פרטי חשוב

 ובלתי תלויים. 𝑋𝑖~𝑏(𝑝)נניח ש: 

 לכן:

𝑋𝑛̅̅̅̅ = ∑𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

~𝐵𝑖𝑛(𝑛, 𝑝) 

𝑛עפ"י משפט הגבול המרכזי, עבור  ∈ ℕ :"גדול" 

1
𝑛 ⋅ 𝐵𝑖𝑛

(𝑛, 𝑝) − 𝑝

√𝑝𝑞

√𝑛

~𝑁(0,1) 

 לכן, בקירוב "טוב":

𝐵𝑖𝑛(𝑛, 𝑝)~𝑁(𝑛𝑝, 𝑛𝑝𝑞) 

 זהו "הקירוב הנורמלי של ההתפלגות הבינומית".

∎ 
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 דוגמה

𝑛 = 50 ,𝑋~𝐵𝑖𝑛 (𝑛,
1

2
). 

 שאלה

?מה הסיכוי ש:  29 < 𝑋  :מה הסיכוי ש? 30 ≤ 𝑋 

 1 פתרון

𝑃(𝑋 > 29) = ∑ 𝑃(𝑋 = 𝑘)

50

𝑘=30

 

⇓ 

𝑃(𝑋 > 29) = ∑ (
1

2
)
50

⋅ (
50
𝑘
)

50

𝑘=30

 

□ 

 2פתרון 

𝑋~𝑁בקירוב:  (25,
50

4
). 

𝑃(𝑋 > 29) = 𝑃

(

 
𝑋 − 25

√50
4

>
29 − 25

√50
4 )

  

⇓ 

𝑃(𝑋 > 29) = 𝑃

(

 
𝑋 − 25

√50
4

< 1.13

)

  

⇓ 

𝑃(𝑋 > 29) = 𝑃(𝑍 > 1.13) 

⇓ 

𝑃(𝑋 > 29) = 12.92% 
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□ 

𝑃(𝑋עבור  ≥  נקבל תוצאה שונה, לכן נשתמש ב"תיקון הרציפות", ונחשב את:  (30

𝑃(𝑋 > 29.5) 

∎ 

 ככל אצבע

30הקירוב הנורמלי תקף כאשר  ≤ 𝑛  5 -ו < 𝑛𝑝, 𝑛𝑞. 

 קטן, מפעילים את קירוב פואסון. 𝑛𝑝 -גדול ו  𝑛אם 

 דוגמה

 מטילים מטבע הוגן. 

 .0000א' מנצח כאשר שהופיע הרצף 

 .0010ב' מנצח כאשר שהופיע הרצף 

 שאלה

 ?מה הסיכוי של א' לנצח

 ?כמה זמן )בתוחלת( ימשך המשחק

 הבאה()בהרצאה  פתרון

 הגדרה 

,𝑋0היא סדרת משנים מקריים שרשרת מרקוב  𝑋1, 𝑛כך שלכל  ⋯ < 𝑚 בהינתן ,𝑋𝑛, המשתנה 

𝑋𝑚  בלתי תלוי בווקטור𝑋0,⋯ , 𝑋𝑛−1. 

𝑋𝑖1בהינתן  𝑋𝑚כלומר, ההתפלגות של  ,⋯ , 𝑋𝑖𝑘 :תלויה רק ב ,𝑋max{𝑖𝑗}. 

∎ 


