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 9הרצאה 
𝑓(𝑎 + ℎ) = 𝑓(𝑎) +∑

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑎)ℎ𝑖

𝑛

𝑖=1

+ 𝑜(||ℎ||)
ℎ→0

 

𝑜(||ℎ||)
ℎ→0

= 𝜖(ℎ)||ℎ||      𝜖(ℎ)
ℎ→0
→  0 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) +∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑎)(𝑥𝑖 − 𝑎𝑖)

𝑛

𝑖=1

+ 𝑜(||𝑥 − 𝑎||)
𝑥→𝑎

 

𝑚 = 1: 
𝑓(𝑎 + ℎ) = 𝑓(𝑎) + 〈∇𝑓(𝑎), ℎ〉 + 𝑜(||ℎ||)

ℎ→0
 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) + 〈∇𝑓(𝑎), 𝑥 − 𝑎〉 + 𝑜(||𝑥 − 𝑎||)
𝑥→𝑎

 

 דיפרנציאליות

lim
ℎ→0

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) − 〈∇𝑓(𝑎), ℎ〉

||ℎ||
= 0 ⇒ ∀𝑖∃

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑎)  

 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) +∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑎)(𝑥𝑖 − 𝑎𝑖) + 𝜖(𝑥 − 𝑎)⏟    

𝑥→𝑎
→   0

||𝑥 − 𝑎||

𝑛

𝑖=1

 

𝑓(𝑥)זה קירוב לפונקציה:  ≈ 𝑓(𝑎) + ∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑎)(𝑥𝑖 − 𝑎𝑖)

𝑛
𝑖=1 + 𝑜(||𝑥 − 𝑎||)

,𝑥→𝑎
 

 דוגמא

𝑓(𝑥, 𝑦) = arctan
𝑥 + 𝑦

1 + 𝑥𝑦
        |𝑥|, |𝑦| ≪ 1 

𝑎 = 0 ∶ 𝑓(𝑥, 𝑦) ≈ 𝑓(𝑎) +
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎)(𝑥 − 𝑎1) +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎)(𝑦 − 𝑎2) 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) =

1

1 + (
𝑥 + 𝑦
1 + 𝑥𝑦)

2 =
1 + 𝑥𝑦 − (𝑥 + 𝑦)𝑦

(1 + 𝑥𝑦)2
|𝑥=0
𝑦=0

= 1 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(0,0) = 1 

arctan
𝑥 + 𝑦

1 + 𝑥𝑦
≈ 𝑥 + 𝑦 + 𝑜 (√𝑥2 + 𝑦2) 
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 דוגמא

𝑓(𝑥, 𝑦) = {

𝑥𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
      𝑥2 + 𝑦2 ≠ 0

0                        𝑥 = 𝑦 = 0

 

∃
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎),

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎)  לכל(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2  אבל𝑓  '(0,0)לא דיפ. 

 משפט )תנאי מספיק לדיפ'(

𝑓:Ω → ℝ𝑚, 𝑎 ∈ Ω
𝑜

 נניח כי: 

קיימות  (1
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑥)  לכל𝑥  בסביבה𝐵𝑎(𝛿) ⊂ Ω. 

2) ∀𝑖 ∶
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑥) רציפות ב𝐵𝑎(𝛿). 

 .𝑎דיפ' בנקודה  𝑓אזי 

 הוכחה
𝑛ניקח  = 2. 

||ℎ|| < 𝛿 ∶  𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) =
?
∑

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑎)ℎ𝑖

𝑛

𝑖=1

+ 𝜖(ℎ)||ℎ||⏟      
𝜖(ℎ)

ℎ→0
→  0

 

𝑓(𝑎1 + ℎ1, 𝑎2 + ℎ2) − 𝑓(𝑎1, 𝑎2) = 𝑓(𝑎1 + ℎ1, 𝑎2 + ℎ2) − 𝑓(𝑎1, 𝑎2 + ℎ2)⏟                        
𝑥 שינוי לגבי

+ 𝑓(𝑎1, 𝑎2 + ℎ2) − 𝑓(𝑎1, 𝑎2)⏟                
𝑦 שינוי לגבי

 

𝑔(𝑥0למשתנה אחד       𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒לפי משפט  + ℎ) − 𝑔(𝑥0) = 𝑔
′(𝑥0 + 𝜃ℎ)ℎ: 

𝑓(𝑎1 + ℎ1, 𝑎2 + ℎ2) − 𝑓(𝑎1, 𝑎2 + ℎ2) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎1 + 𝜃1ℎ1, 𝑎2 + ℎ2)ℎ1        0 < 𝜃1 < 1 

𝑓(𝑎1, 𝑎2 + ℎ2) − 𝑓(𝑎1, 𝑎2) =
𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎1, 𝑎2 + 𝜃2ℎ2)ℎ2                                     0 < 𝜃2 < 1 

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) −
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎)ℎ1 −

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎)ℎ2

=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎1 + 𝜃1ℎ1, 𝑎2 + ℎ2)ℎ1 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎1, 𝑎2 + θ2ℎ2)ℎ2 −

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎)ℎ1 −

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎)ℎ1

= 𝛼(ℎ)ℎ1 + 𝛽(ℎ)ℎ2 

𝛼(ℎ)עבור  =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎1 + 𝜃1ℎ1, 𝑎2 + ℎ2)ℎ1 −

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎)ℎ1, 𝛽(ℎ) =

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎1, 𝑎2 + θ2ℎ2)ℎ2 −

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎)ℎ1 

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) −
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎)ℎ1 −

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎)ℎ1 = 𝛼(ℎ)ℎ1 + 𝛽(ℎ)ℎ2 

הנגזרות החלקיות רציפות ולכן 
𝛼(ℎ) → 0
𝛽(ℎ) → 0

ℎ→0

 

||𝛼(ℎ)ℎ1 + 𝛽(ℎ)ℎ2|| ≤ |ℎ1| ||𝛼(ℎ)|| + |ℎ2| ||𝛽(ℎ)|| ≤ √||𝛼(ℎ)||
2
+ ||𝛽(ℎ)||

2
√ℎ1

2 + ℎ2
2 

||
𝛼(ℎ)ℎ1 + 𝛽(ℎ)ℎ2

√ℎ1
2 + ℎ2

2
|| ≤ √||𝛼(ℎ)||

2
+ ||𝛽(ℎ)||

2

ℎ→0
→  0 
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𝛼(ℎ)ℎ1 + 𝛽(ℎ)ℎ2 = 𝑜 (√ℎ1
2 + ℎ2

2)
ℎ→0

 

 לכן קיבלנו

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎)ℎ1 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎)ℎ2 + 𝑜 (√ℎ1

2 + ℎ2
2) 

 . 𝑎דיפ' בנקודה  𝑓ולכן 

𝑚עבור  > 2 
𝑓(𝑎1 + ℎ1, … , 𝑎𝑛 + ℎ𝑛) − 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑛) = 

= 𝑓(𝑎1 + ℎ1, … , 𝑎𝑛 + ℎ𝑛) − 𝑓(𝑎1, 𝑎2 + ℎ2, … , 𝑎𝑛 + ℎ𝑛) 

+𝑓(𝑎1, 𝑎2 + ℎ2, … , 𝑎𝑛 + ℎ2) − 𝑓(𝑎1, 𝑎2 + ℎ2, … , 𝑎𝑛 + ℎ2) 

+𝑓(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 + ℎ3, … , 𝑎𝑛 + ℎ𝑛) − 𝑓(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 + ℎ3, … , 𝑎𝑛 + ℎ𝑛) 

+⋯+ 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛 + ℎ𝑛) − 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑛) 

𝑓(𝑎לפי משפט לגראנז'  + ℎ) − 𝑓(𝑎) = 𝛼1(ℎ)ℎ +⋯+ 𝛼𝑛(ℎ)ℎ𝑛 − ∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑎)ℎ𝑖

𝑛
𝑖=1  כאשר𝛼𝑖

ℎ→0
→  0 

||𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) −∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑎)ℎ𝑖

𝑛

𝑖=1

|| ≤ √||𝛼1(ℎ)||
2
+⋯||𝛼𝑛||

2
√ℎ1

2 +⋯+ ℎ𝑛2 

⇒ 𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) −∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑎)ℎ𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑜(||ℎ||)
ℎ→0

 

 דוגמא שבה הפונקציה דיפ' אבל התנאים לא מתקיימים

𝑓(𝑥, 𝑦) = {
(𝑥2 + 𝑦2) sin

1

𝑥2 + 𝑦2
      𝑥2 + 𝑦2 ≠ 0

0                                          𝑥 = 𝑦 = 0
 

𝑎 = (0,0) 

𝑓(ℎ)דיפ'?  = 𝑓(0)⏟
0

+ 𝐿(ℎ)⏟
0

+ 𝜖(ℎ)||ℎ||⏟      

ℎ→0
→  0

 

(𝑥2 + 𝑦2) sin
1

𝑥2 + 𝑦2
=
?
𝑜 (√𝑥2 + 𝑦2) 

(𝑥2 + 𝑦2) sin (
1

𝑥2 + 𝑦2
)

√𝑥2 + 𝑦2
= √𝑥2 + 𝑦2 sin (

1

𝑥2 + 𝑦2
)
(𝑥,𝑦)→0
→     0 

𝑑𝑓𝑎 = 0 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓

𝜕𝑦
  (0,0)לא חסומות סביב   

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=
𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 0 

(𝑥, 𝑦) ≠ (0,0): 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 sin

1

𝑥2 + 𝑦2
+ (𝑥2 + 𝑦2) cos

1

𝑥2 + 𝑦2
(−

2𝑥

(𝑥2 + 𝑦2)2
) 
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2𝑥 sin
1

𝑥2 + 𝑦2 (𝑥,𝑦)→0
→     0 

−
2𝑥

𝑥2+𝑦2
cos

1

𝑥2+𝑦2
𝑥סביב לא חסומה   = 0 :𝑦 = 0 ⇒ −

2

𝑥
cos

1

𝑥2
 

ולכן 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦)  (0,0)לא חסומה בסביבה של. 

 דוגמא

𝑓(𝑥, 𝑦) = {
𝑥3 − 𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑦2
       (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)

0                            𝑒𝑙𝑠𝑒

 

𝑎 = (0,0) 

 ציפותר (1

|𝑓(𝑥, 𝑦)| = |
𝑥(𝑥2 − 𝑦)

𝑥2 + 𝑦2
| ≤

|𝑥|(𝑥2 + 𝑦2)

𝑥2 + 𝑦2
= |𝑥| 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 = 𝑓(0,0) ולכן רציפה 

2) 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0,0),

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(0,0) 

𝑓(𝑥, 0) = {
𝑥    𝑥 ≠ 0
0     𝑥 = 0

⇒
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0,0) = 1 

𝑓(0, 𝑦) = 0 ⇒
𝜕𝑓

𝜕𝑦
(0,0) = 0 

𝐿(ℎ)מועמד לדיפ' :  = ℎ1 

𝐿(ℎ) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0,0)ℎ1 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(0,0)ℎ2 = ℎ2 

𝑓(𝑎 + ℎ) = 𝑓(𝑎) + 𝐿(ℎ) + 𝜖(ℎ)||ℎ||
ℎ→0

 

ℎ1
3 − ℎ1ℎ2

3

ℎ1
2 + ℎ2

2 = 0+ ℎ1 + 𝜖(ℎ)√ℎ1
2 + ℎ2

2 

𝜖(ℎ)נבדוק כי 
ℎ→0
→  0 

𝜖(ℎ) =

ℎ1
3 − ℎ1ℎ2

2

ℎ1
2 + ℎ2

2

√ℎ1
2 + ℎ2

2
=
ℎ1
3 − ℎ1ℎ2

2 − ℎ1
3 − ℎ1ℎ2

2

(ℎ1
2 + ℎ2

2)
3
2

=
−2ℎ1ℎ2

2

(ℎ1
2 + ℎ2

2)
3
2

 

𝜖(ℎ1, ℎ1) = −
2ℎ1

3

(2ℎ1
2)
3
2

= −
1

√2

ℎ1
3

|ℎ1|3
↛
ℎ1→0

0 

 .(0,0)לא דיפ' ב 𝑓כלומר 

 תרגיל בית

𝑓(𝑥, 𝑦) = {

𝑥𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
          𝑥2 + 𝑦2 ≠ 0

0                            𝑥 = 𝑦 = 0
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1) ∃
𝜕𝑓

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓

𝜕𝑦
 

2) 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓

𝜕𝑦
 לא רציפות. 

 

 

𝑛 = 1 ∶ 𝑓(𝑥) = {𝑥
2 sin

1

𝑥
     𝑥 ≠ 0

0                𝑥 = 0

 

 רית של גזירות מישור משיקמשמעות גאומט

 מישור משיק
𝑎 ,𝑚דיפ' בנקודה  𝑓נניח ש =  אזי 1

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) +∑
𝜕𝑦

𝜕𝑥𝑖
(𝑎)(𝑥𝑖 − 𝑎𝑖)

𝑛

𝑖=1

+ 𝑜(||𝑥 − 𝑎||)
𝑥→𝑎

 

 :𝑓גרף של 
Γ𝑓 = {(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ∈ ℝ

𝑛 ∶ (𝑥1, … 𝑥𝑛) ∈ 𝐷𝑜𝑚(𝑓), 𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)}  


