
11 תרגול מערך

ב' סמסטר תשע"ח 88− 201

1 תזכורת

ע"י {x1, x2} בבסיס המיוצגת Wp : Tp → Tp לינארית העתקה היא ווינגרטן העתקת א.

הם ממשיים. שלה העצמיים הערכים לכן לעצמה צמודה ווינגרטן העתקת .
(
Li j
)
המטריצה

.K = k1k2 מתקיים הראשיות. העקמומיות ונקראים k1, k2 מסומנים

המקיים גאודז β(s) ו־ ,k הראשית לעקמומיות המתאים מנורמל עצמי וקטור v ∈ Tp אם ב.

.kβ(0) = |k| אז β(0) = p, β′(0) = v

היא בנקודה משטח של H ממוצעת עקמומיות ג.

.H =
1

2
Tr(Wp) =

1

2
Li i =

1

2
(k1 + k2)

נקודה. בכל k1 + k2 = 0 כלומר נקודה, בכל H = 0 אם מינימלי נקרא משטח ד.

של והשניה הראשונה היסודית התבנית מקדמי את חישבנו שעבר תרגול בסוף (תיקון) 1 תרגיל

:x(θ, φ) = ((cosφ+ 2) cos θ, (cosφ+ 2) sin θ, sinφ) הטורוס

(gij) =

(
(cosφ+ 2)2 0

0 1

)
(Lij) =

(
−(cosφ+ 2) cosφ 0

0 −1

)
גאוס. עקמומיות ואת ווינגרטן העתקת מקדמי את נמצא כעת

1 פתרון

Li j = −gikLkj

= −

(
(cosφ+ 2)−2 0

0 1

)(
− (cosφ+ 2) cosφ 0

0 −1

)

=

(
cosφ

cosφ+2
0

0 1

)
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.K(θ, φ) = det(Li j) = cosφ
cosφ+2

כלומר

גאוס עקמומיות ,φ = 3π
2

ו־ φ = π
2
כאשר 0 גאוס עקמומיות הגאומטרית: למשמעות לב נשים

.π
2
< φ < 3π

2
כאשר שלילית גאוס ועקמומיות ,−π

2
< φ < π

2
כאשר חיובית

2 תרגיל

הממוצעת העקמומיות ואת K גאוס עקמומיות את ,k1, k2 הראשיות העקמומיות את חשבו א.

מישור. עבור H

חרוט. עבור כנ"ל, ב.

.(0, 0, 0) הקריטית בנקודה f(x, y) = xy הפונקציה של הגרף עבור כנ"ל, ג.

2 פתרון

מישור עבור כי ראינו )א.
Li j
)

=

(
0 0

0 0

)
.k1 = k2 = K = H = 0 כלומר

הם ווינגרטן העתקת מקדמי x(u1, u2) = (u2 cosu1, u2 sinu1, u2) החרוט עבור כי ראינו ב.

(
Li j
)

=

( √
2

2u2
0

0 0

)

.k1 =
√
2

2u2
, k2 = 0, K = 0, H =

√
2

4u2
מתקיים u2 > 0 עבור כלומר

ג.

Hf =

(
0 1

1 0

)
זו שבנקודה מתקיים f(x, y) של קריטית נקודה (0, 0, 0) ש־ בגלל כלומר

(
Li j
)

=

(
0 1

1 0

)
כלומר ,k1,2 = ±1 הם העצמיים הערכים

K = k1k2 = −1

H =
1

2
(k1 + k2) = 0
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.z לציר מסביב x = z2 + 1
4
הפרבולה של סיבוב ע"י המתקבל הסיבוב משטח על נסתכל 3 תרגיל

הראשונה. היסודית התבנית את מיצאו א.

השניה. היסודית התבנית את מיצאו ב.

.
(
Li j
)
ווינגרטן העתקת מקדמי את מיצאו ג.

.H ממוצעת עקמומיות ואת K גאוס עקמומיות את מיצאו ד.

3 פתרון

:(r(φ), 0, z(φ)) =
(
φ2 + 1

4
, 0, φ

)
של סיבוב משטח א.

x(θ, φ) =

((
φ2 +

1

4

)
cos θ,

(
φ2 +

1

4

)
sin θ, φ

)
מטריקה

(gij) =

r2(φ) 0

0
(
dr
dφ

)2
+
(
dz
dφ

)2
 =

((
φ2 + 1

4

)2
0

0 4φ2 + 1

)

x1ב. =
(
− sin θ

(
φ2 + 1

4

)
, cos θ

(
φ2 + 1

4

)
, 0
)

x2 = (2φ cos θ, 2φ sin θ, 1)
x11 =

(
− cos θ

(
φ2 + 1

4

)
,− sin θ

(
φ2 + 1

4

)
, 0
)

x12 = (−2φ sin θ, 2φ cos θ, 0)

x22 = (2 cos θ, 2 sin θ, 0)

כעת,

x1 × x2 =

(
cos θ

(
φ2 +

1

4

)
, sin θ

(
φ2 +

1

4

)
,−2φ

(
φ2 +

1

4

))
הוא הנורמל לכן (cos θ, sin θ,−2φ) ל־ מקביל זה וקטור

.n =
(
1 + 4φ2

)− 1
2 (cos θ, sin θ,−2φ)

כלומר

(Lij) =

(
〈x11, n〉 〈x12, n〉
〈x12, n〉 〈x22, n〉

)
=

(
−1

2

(
φ2 + 1

4

) 1
2 0

0
(
φ2 + 1

4

)− 1
2

)
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אצלנו .Li j = −gikLkj כזכור ג.

(Li j) = −

((
φ2 + 1

4

)−2
0

0 1
4

(
φ2 + 1

4

)−1
)(
−1

2

(
φ2 + 1

4

) 1
2 0

0
(
φ2 + 1

4

)− 1
2

)

=

(
1
2

(
φ2 + 1

4

)−3
2 0

0 −1
4

(
φ2 + 1

4

)−3
2

)

ד.

K =

(
1

2

(
φ2 +

1

4

)−3
2

)(
−1

4

(
φ2 +

1

4

)−3
2

)
=
−1

8

(
φ2 +

1

4

)−3
H =

1

2

(
1

2

(
φ2 +

1

4

)−3
2

− 1

4

(
φ2 +

1

4

)−3
2

)
=

1

8

(
φ2 +

1

4

)−3
2

2 תזכורת

.(gij) = f 2δij אם איזותרמיות בקואורדינטות היא x(u1, u2) שהפרמטריזציה נאמר א.

.∆g = ∂2g
(∂u1)2

+ ∂2g
(∂u2)2

הוא g(u1, u2) : R2 → R של הלפלסיאן ב.

איזותרמיות בקואורדינטות הנתון x(u1, u2) = (x1(u1, u2), x2(u1, u2), x3(u1, u2)) משטח ג.

.∆x1 = ∆x2 = ∆x3 = 0 כלומר, ,∆x = 0 אם ורק אם מינימלי הוא

ע"י הנתון שהמשטח הוכיחו .a 6= 0 יהי 4 תרגיל

x(u, v) = (a sinh v cosu, a sinh v sinu, au)

מינימלי. משטח הוא

4 x1פתרון = (−a sinh v sinu, a sinh v cosu, a)

x2 = (a cosh v cosu, a cosh v sinu, 0)

המטריקה מקדמי

(gij) =

(
a2(sinh2 v + 1) 0

0 a2 cosh2 v

)
=

(
a2 cosh2 v 0

0 a2 cosh2 v

)
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אכן, .∆x = x11 + x22 = ~0 אמ"מ מינימלי המשטח לכן, איזותרמיות. הקואורדינטות x11כלומר = (cos θ coshφ, sin θ coshφ, 0)

x22 = (coshφ cos θ, coshφ sin θ, 0)

כדרוש. מינימלי, המשטח לכן ,x11 + x22 = ~0 כלומר

:K גאוס עקמומיות עבור הבאות הנוסחאות את לנו יש 3 תזכורת

K = det(Li j)

= L1
[1L

2
2]

=
det(Lij)

det(gij)

= − 2

g11
L1[1L

2
2]

=
2

g11

(
Γ2
1[1,2] + Γj1[1Γ

2
2]j

)
ה־ זהו .gij ממקדמי רק גאוס עקמומיות את לחשב שניתן מראה האחרונה הנוסחא בפרט

.Theorema Egregium

המטריקה בעל משטח נתון (u1, u2) = (x, y) בקואורדינטות 5 תרגיל

(gij(x, y)) =

(
y 0

0 y

)

גאוס. עקמומיות את מיצאו .y > 0 עבור

לכן .λ1 = 0, λ2 = 1 נגזרותיו ,λ(x, y) = y קונפורמי גורם גמא. סמלי את נמצא ראשית 5 פתרון

Γ1
11 =

λ1
2λ

= 0

Γ1
22 =

−λ1
2λ

= 0

Γ1
12 =

λ2
2λ

=
1

2y

Γ2
11 =

−λ2
2λ

=
−1

2y

Γ2
22 =

λ2
2λ

=
1

2y

Γ2
12 =

λ1
2λ

= 0
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כעת,

K =
2

g11

(
Γ2
1[1,2] + Γj1[1Γ

2
2]j

)
=

2

g11

(
Γ2
1[1,2] + Γ1

1[1Γ
2
2]1 + Γ2

1[1Γ
2
2]2

)
=

1

g11

(
Γ2
11,2 − Γ2

12,1 + Γ1
11Γ

2
21 − Γ1

12Γ
2
11 + Γ2

11Γ
2
22 − Γ2

12Γ
2
12

)
=

1

y

(
1

2y2
− 0 + 0−

(
1

2y

)(
−1

2y

)
+

(
−1

2y

)(
1

2y

)
− 0

)
=

1

2y3

הניתן: ככל ולפשט gij, Lij, Li j,Γ
k
ij המקדמים ע"י לבטא 6 תרגיל

〈xij, nk〉δkmgm` א.

〈ni, nj〉 ב.

6 פתרון

.`, i, j חפשיים ,m, k סכימה א.

〈xij, nk〉δkmgm` = 〈xij, nk〉gk`

= 〈Γaijxa + Lijn, nk〉gk`

=

Γaij

Lak︷ ︸︸ ︷
〈xa, nk〉+Lij

0︷ ︸︸ ︷
〈n, nk〉

 gk`

= ΓaijLakg
k`

= Γaij
(
g`kLka

)
= −ΓaijL

`
a

ב.

〈ni, nj〉 = 〈Lkixk, L`jx`〉

= LkiL
`
j〈xk, x`〉

= LkiL
`
jgk`

= Lki
(
gk`L

`
j

)
= −LkiLkj
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.k ו־ j באינדקסים סימטרי הוא ∂
∂uk

(
Γ`ijx` + Lijn

)
שהביטוי הוכיחו 7 תרגיל

.j, k באינדקסים סימטרי xijk ש־ להראות צריך כלומר ,Γ`ijx` + Lijn = xij 7 פתרון

כי קלירו) (משפט מעורבות נגזרות שוויון לפי ידוע זה אך

.xijk = (xi)jk = (xi)kj
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