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 חסמים

  למה

 לכל קבוצה לא ריקה וחסומה מלרע של מספרים ממשיים, קיים חסם תחתון.

 הוכחה

≠⦸תהי  𝐴 ⊆ ℝ .וחסומה מלרע 

 נגדיר:

𝐵 ≔ {−𝑎 | 𝑎 ∈ 𝐴} 

 לא ריקה. 𝐵נוכיח כי 

𝐴 ≠ ⊘ 

 לכן, קיים:

𝑎 ∈ 𝐴 

 לכן, קיים:

−𝑎 ∈ 𝐵 

 לכן:

𝐵 ≠ ⊘ 

 חסומה מלעיל. 𝐵נוכיח כי 

𝐴  חסומה מלרע, לכן יהי𝑐 ≤ 𝐴. 

𝐵נוכיח כי  ≤ −𝑐. 

𝑎−יהי  ∈ 𝐵. 

𝑐 :חסם מלרע, לכן 

𝑐 ≤ 𝑎 

 לכן:

−𝑎 ≤ −𝑐 
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 לכן:

𝐵 ≤ −𝑐 

 חסומה מלעיל. 𝐵לכן, 

𝐵  ,אינה ריקה וחסומה מלעיל, לכן עפ"י אקסיומת החסם העליון𝑠 ≔ 𝑠𝑢𝑝(𝐵) .קיים 

𝑠−נוכיח כי  = 𝑖𝑛𝑓(𝐴). 

𝑠 :חסם עליון, לכן 

𝐵 ≤ 𝑠 

 באופן דומה להוכחה הקודמת:

−𝑠 ≤ 𝐴 

𝑐יהי  ≤ 𝐴. 

𝑐נוכיח כי:  ≤ −𝑠. 

 באופן דומה להוכחה הקודמת:

𝐵 ≤ −𝑐 

𝑠 :חסם עליון, לכן 

𝑠 ≤ −𝑐 

 לכן:

𝑐 ≤ −𝑠 

 לכן:

−𝑠 = 𝑖𝑛𝑓(𝐴) 

∎ 

 משפט )תכונת ארכימדס(

0לכל  < 𝜀  ולכל𝑥 ∈ ℝ קיים ,𝑛 ∈ ℕ :כך ש 

𝑥 < 𝑛 ⋅ 𝜀 
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 הוכחה

0נניח בשלילה כי קיימים  < 𝜀  ו- 𝑥 ∈ ℝ כך שלכל ,𝑛 ∈ ℕ: 

𝑛 ⋅ 𝜀 ≤ 𝑥 

 לכן:

⊘ ≠ {𝑛 ⋅ 𝜀 | 𝑛 ∈ ℕ} ≤ 𝑥 

𝑠 ,עפ"י אקסיומת החסם העליון ≔ 𝑠𝑢𝑝({𝑛 ⋅ 𝜀 | 𝑛 ∈ ℕ}) .קיים 

𝑠 − 𝜀 < 𝑠 לכן עפ"י משפט, קיים ,𝑛 ∈ ℕ :כך ש 

𝑠 − 𝜀 < 𝑛 ⋅ 𝜀 

 לכן:

𝑠 < (𝑛 + 1) ⋅ 𝜀 

𝑛}אינו חסם מלעיל )עליון( של הקבוצה:  𝑠לכן,  ⋅ 𝜀 | 𝑛 ∈ ℕ}. 

 סתירה.

0לכן, לכל  < 𝜀  ולכל𝑥 ∈ ℝ קיים ,𝑛 ∈ ℕ :כך ש 

𝑥 < 𝑛 ⋅ 𝜀 

∎ 

 למה

≠⦸לכל קבוצה  𝐴 ⊆ ℤ .וחסומה מלעיל, קיים מקסימום 

 הוכחה

𝑠העליון עפ"י אקסיומת החסם  ≔ 𝑠𝑢𝑝(𝐴) .קיים 

𝑠 − 1 < 𝑠 לכן קיים ,𝑛 ∈ 𝐴  :כך ש 

𝑠 − 1 < 𝑛 

𝑛לכן, לכל  < 𝑚 ∈ ℤ: 

𝑠 < 𝑛 + 1 ≤ 𝑚 
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 :לכן

𝑚 ∉ 𝐴 

 לכן:

𝑛 = 𝑚𝑎𝑥(𝐴) 

∎ 

 (ℝ -ב  ℚמשפט )צפיפות 

 קיים מספר רציונאלי.בין כל שני מספרים ממשיים )שונים(, 

 הוכחה

,𝑎יהיו  𝑏 ∈ ℝכך ש ,: 𝑎 < 𝑏. 

0 < 𝑏 − 𝑎 לכן עפ"י תכונת ארכימדס, קיים ,𝑛 ∈ ℕ כך ש: 

1 < 𝑛 ⋅ (𝑏 − 𝑎) 

≠⦸הקבוצה  {𝑚 ∈ ℤ | 𝑚 < 𝑛 ⋅ 𝑏} ⊆ ℤ  וחסומה מלעיל )למשל ע"י𝑛 ⋅ 𝑏 משפט,(, לכן עפ"י 

𝑘 ≔ 𝑚𝑎𝑥{𝑚 ∈ ℤ | 𝑚 < 𝑛 ⋅ 𝑏} .קיים 

𝑘אם  ≤ 𝑛 ⋅ 𝑎:אז , 

𝑘 + 1 ≤ 𝑛 ⋅ 𝑎 + 1 < 𝑛 ⋅ 𝑏 

 .𝑘בסתירה למקסימליות 

𝑛לכן:  ⋅ 𝑎 < 𝑘 :ז"א , 

𝑛 ⋅ 𝑎 < 𝑘 < 𝑛 ⋅ 𝑏 

 לכן:

𝑎 <
𝑘

𝑛

∈ℚ

< 𝑏
 

∎ 
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 למה

√2 ∉ ℚ 

 הוכחה

 נניח בשלילה כי:

√2 ∈ ℚ 

𝑛,𝑚לכן, קיימים  ∈ ℕ :כך ש 

𝑚

𝑛
= √2 

 לכן:

𝑚2 = 2𝑛2 

 זוגי. 𝑚לכן, 

2 | 𝑚 

⇓ 

4 | 𝑚2 

⇓ 

4 | 2𝑛2 

⇓ 

2 | 𝑛2 

⇓ 

2 | 𝑛 

 זוגי. 𝑛לכן, 

 נקבל סתירה., 𝑚/𝑛אם נתחיל משבר מצומצם 

 לכן:
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√2 ∉ ℚ 

∎ 

 הערה

 אינו מקיים את תכונת החסם העליון. ℚהשדה הסדור 

 הוכחה

 נגדיר:

𝐴 ≔ {𝑞 ∈ ℚ | 𝑞2 < 2} 

 כלומר:

𝐴 = {𝑞 ∈ ℚ | − √2 < 𝑞 < √2} 

 נניח בשלילה כי קיים:

ℚ ∋ 𝑟 ≔ 𝑠𝑢𝑝(𝐴) 

𝐴 ≤  לכן: ,2√

𝑟
∈ℚ

≤ √2

∉ℚ
 

 לכן:

𝑟 < √2 

 , קיים:ℝ -ב  ℚעפ"י צפיפות 

𝑟 < 𝑟′
∈ℚ

< √2
 

 לכן:

𝑟′2 < 2 

 לכן:

𝑟′ ∈ 𝐴 

 לכן:
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𝑠𝑢𝑝(𝐴) = 𝑟 < 𝑟′ ∈ 𝐴 

 סתירה.

 .𝐴 –לכן, לא קיים חסם עליון ל 

∎ 
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 סדרות

 הגדרה

 של מספר ממשי מוגדר ע"י:ערך מוחלט 

|𝑥| ≔ {
𝑥 ,   0 ≤ 𝑥

.
−𝑥 ,   𝑥 < 0

 

 למה

,𝑥לכל  .1 𝑦 ∈ ℝ: 

|𝑥 ⋅ 𝑦| = |𝑥| ⋅ |𝑦| 

,𝑥: לכל אי שוויון המשולש .2 𝑦 ∈ ℝ: 

||𝑥| − |𝑦|| ≤ |𝑥 ± 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦| 

 הוכחה

 מקרים: 4 –חלוקה ל 

1. 0 ≤ 𝑥  0 -ו ≤ 𝑦. 

2. 0 ≤ 𝑥  ו- 𝑦 < 0. 

3. 𝑥 < 0 -ו  0 ≤ 𝑦. 

4. 𝑥 < 𝑦 -ו  0 < 0. 

∎ 

 הגדרה

 .𝑛לכל מספר טבעי  𝑎𝑛היא התאמה של מספר ממשי סדרה 

𝑓:ℕכלומר, סדרה היא פונקציה  → ℝ ומסמנים ,𝑎𝑛 ≔ 𝑓(𝑛). 

 הסדרה:

𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … 

 מסומנת:

{𝑎𝑛}𝑛=1
∞  
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 ולעתים:

(𝑎𝑛) 

 דוגמה

 איברים ראשונים סדרה

𝑎𝑛 ≔
1

𝑛
 

𝑎𝑛 ≔ (−1)𝑛 

𝑎𝑛 ≔ 𝜋 פיתוחב העשרוני של  𝑛 −  הספרה ה 

1,
1

2
,
1

3
,… 

−1,1, −1… 

3,1,4, … 

 הגדרה

𝑛=1{𝑎𝑛}סדרה 
0, אם לכל 𝑎מתכנסת/שואפת לגבול  ∞ < 𝜀 קיים ,𝑁 ∈ ℕ כך שלכל ,𝑁 ≤ 𝑛 ∈ ℕ ,

 מתקיים:

|𝑎𝑛 − 𝑎| < 𝜀 

 נסמן:

𝑎𝑛
𝑛→∞
→   𝑎

. . .
𝑎 = lim

𝑛→∞
𝑎𝑛

 

 דוגמה

1

𝑛

𝑛→∞
→   0 

0יהי  < 𝜀. 

𝑁נמצא  ∈ ℕ כך שלכל ,𝑁 ≤ 𝑛 ∈ ℕ:מתקיים , 

|
1

𝑛
− 0| < 𝜀 

⇓ 

|
1

𝑛
| < 𝜀 

⇓ 
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1

𝑛
< 𝜀 

⇓ 

1

𝜀
< 𝑛 

 ניקח:

1

𝜀
< 𝑁 ∈ ℕ 

𝑁לכל  ≤ 𝑛 ∈ ℕ:מתקיים , 

|
1

𝑛
− 0| =

1

𝑛
. . .
. < 𝜀

 

 לכן:

1

𝑛

𝑛→∞
→   0 

∎ 


