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 החבורה הסימטרית

 טענה

 פשוטה. A5החבורה 

 הוכחה

,A5על החבורות נתבונן  S5. 

 נבנה טבלה:

 מספר התמורות סימן מבנה מחזורים

(∗)(∗)(∗)(∗)(∗) + 1 

(∗∗)(∗)(∗)(∗) − 10 

(∗∗∗)(∗)(∗) + 20 

(∗∗∗∗)(∗) − 30 

(∗∗∗∗∗) + 24 

(∗∗)(∗∗)(∗) + 15 

(∗∗∗)(∗∗) − 20 

𝑥יהי  ∈ A5 ⊆ A5. 

 מתקיים:

[𝑥]𝐴𝑛
⊆ [𝑥]𝑆𝑛  

 כנ"ל: 𝑥ערכי  עבור אילונבדוק 

[𝑥]A𝑛
⊊ [𝑥]S𝑛  

A𝑛, CSn
(𝑥) ≤ S𝑛  ו- A𝑛 ⊴ S𝑛:לכן עפ"י משפט האיזומורפיזם השני , 

A𝑛
CA𝑛

(𝑥)⁄ ≅
A𝑛 ⋅ CS𝑛

(𝑥)
CS𝑛

(𝑥)⁄  

 לכן:

|
A𝑛

CA𝑛
(𝑥)⁄ | = |

A𝑛 ⋅ CS𝑛
(𝑥)

CS𝑛
(𝑥)⁄ | 

 לכן:
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[A𝑛 ∶  CA𝑛
(𝑥)] = [A𝑛 ⋅ CS𝑛

(𝑥) ∶  CS𝑛
(𝑥)] 

 עפ"י משפט:

|[𝑥]A𝑛
| = [A𝑛 ⋅ CS𝑛

(𝑥) ∶  CS𝑛
(𝑥)] 

 עפ"י כפליות האינדקס:

[S𝑛 ∶ CS𝑛
(𝑥)] = [A𝑛 ⋅ CS𝑛

(𝑥) ∶  CS𝑛
(𝑥)] ⋅ [S𝑛 ∶  A𝑛 ⋅ CS𝑛

(𝑥)] 

 עפ"י משפט:

|[𝑥]S𝑛
| = [A𝑛 ⋅ CS𝑛

(𝑥) ∶  CS𝑛
(𝑥)] ⋅ [S𝑛 ∶  A𝑛 ⋅ CS𝑛

(𝑥)] 

 לכן:

|[𝑥]S𝑛
| = |[𝑥]A𝑛

| ⋅ [S𝑛 ∶  A𝑛 ⋅ CS𝑛
(𝑥)] 

 לכן:

|[𝑥]A𝑛
| | |[𝑥]S𝑛

| 

 לכן:

[𝑥]A𝑛
= [𝑥]S𝑛

⇔ |[𝑥]A𝑛
| = |[𝑥]S𝑛

|
. . . . . . .
. . . ⇔ [S𝑛 ∶  A𝑛 ⋅ CS𝑛

(𝑥)] = 1
       
   ⇔ S𝑛 = A𝑛 ⋅ CS𝑛

(𝑥)
       
   ⇔ CS𝑛

(𝑥) ⊈ A𝑛

 

CS𝑛אם ורק אם  A𝑛 -מתפצלת ב  S𝑛 -ב  𝑥לכן, מחלקת הצמידות של 
(𝑥) ⊆ A𝑛 ונשארת ,

CS𝑛אם מחלקה אחת אם ורק 
(𝑥) ⊈ A𝑛. 

 , היא מתפצלת לשתי מחלקות.A𝑛 -מתפצלת ב  S𝑛 -ב  𝑥נוכיח כי אם מחלקת הצמידות של 

 מתקיים:

[S𝑛 ∶  A𝑛 ⋅ CS𝑛
(𝑥)] ∈ {1,2} 

 :A𝑛 -מתפצלת ב  S𝑛 -ב  𝑥מחלקת הצמידות של אם 

[S𝑛 ∶  A𝑛 ⋅ CS𝑛
(𝑥)] = 2 
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S𝑛[𝑥]נניח בשלילה כי 
[𝑥]A𝑛

 .A𝑛 -היא איחוד של יותר ממחלקת צמידות אחת ב  ⁄

𝑦יהי  ∈ [𝑥]S𝑛
[𝑥]A𝑛

⁄. 

 עפ"י ההנחה:

|[𝑦]A𝑛
| < |[𝑥]A𝑛

| 

 מתקיים:

|[𝑦]S𝑛
| = |[𝑦]A𝑛

| ⋅ [S𝑛 ∶  A𝑛 ⋅ CS𝑛
(𝑦)] 

 לכן:

|[𝑥]S𝑛
| = |[𝑦]A𝑛

| ⋅ [S𝑛 ∶  A𝑛 ⋅ CS𝑛
(𝑦)] 

 לכן:

2 ⋅ |[𝑥]A𝑛
| = |[𝑦]A𝑛

| ⋅ [S𝑛 ∶  A𝑛 ⋅ CS𝑛
(𝑦)] 

 לכן:

|[𝑥]A𝑛
| ≤ |[𝑦]A𝑛

| 

 סתירה.

S𝑛[𝑥] לכן,
[𝑥]A𝑛

 א מחלקת צמידות אחת.הי ⁄

 , היא מתפצלת לשתי מחלקות.A𝑛 -מתפצלת ב  S𝑛 -ב  𝑥אם מחלקת הצמידות של  לכן,

 :נבנה טבלה

 פיצול  המרכז סדר המרכז מספר התמורות סימן מבנה מחזורים

 לא   120 1 + (∗)(∗)(∗)(∗)(∗)

(∗∗)(∗)(∗)(∗) − 10     

(∗∗∗)(∗)(∗) + 20 6 〈(1 2 3),  לא  〈(5 4)

(∗∗∗∗)(∗) − 30     

 כן  〈(5 4 3 2 1)〉 5 24 + (∗∗∗∗∗)

 לא   8 15 + (∗)(∗∗)(∗∗)

(∗∗∗)(∗∗) − 20     
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 למחלקות צמידות הוא: A5לכן, הפירוק של 

60 = 1 + 20 + 15 + 12 + 12 

 .פשוטה A5, לכן, 60ומחלק את  1סכום של הנ"ל הכולל את -לא קיים תת

∎ 

 הערה

S𝑛 ידי החילופים -נוצרת על(∗∗). 

 מסקנה

A𝑛 ידי האיברים מהצורה -נוצרת על(𝑖 𝑗)(𝑘 ℓ) כאשר ,𝑖 ≠ 𝑗, 𝑘 ≠ ℓ. 

,(∗∗∗)זו קבוצת המחזורים מהצורה:  (∗∗)(∗∗). 

 תרגיל

A𝑛 ידי המחזורים -נוצרת על(∗∗∗). 

 פתרון

 מתקיים:

(1 3)(2 4) = (1 2 3)(1 2 4) 

∎ 

 תרגיל

5לכל  ≤ 𝑛 ∈ ℕ ,A𝑛 ידי המחזורים -נוצרת על(∗∗)(∗∗). 

 משפט

5לכל  ≤ 𝑛 החבורה ,A𝑛 ה.פשוט 

 הוכחה

1יהי  ≠ 𝜎 ∈ 𝑁 ⊲ A𝑛. 

1נוכיח כי קיים  ≠ 𝜎′ ∈ 𝑁  1וקיים ≤ 𝑘 ≤ 𝑛:כך ש , 

𝜎′(𝑘) = 𝑘 
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𝑖יהי  ≠ 𝜎(𝑖) = 𝑗. 

ℓיהי  ≠ 𝑖, 𝑗, 𝜎(𝑗). 

𝒳תהי  ≔ {𝑖, 𝑗, ℓ, 𝜎(𝑗), 𝜎(ℓ)}. 

𝜏יהי  ≔ (𝑖 𝑗 ℓ). 

 מתקיים:

𝜎 ∘ 𝜏(𝑖) = 𝜎(𝑗) . .
. . . . .

𝜏 ∘ 𝜎(𝑖) = 𝜏(𝑗) = ℓ
 

,𝜎לכן,  𝜏 .אינם מתחלפים 

 מתקיים:

[𝜎, 𝜏] = 𝜎 ∘ 𝜏 ∘ 𝜎−1 ∘ 𝜏−1

. . .

. = (𝑖 ℓ 𝜎(𝑗) 𝜎(ℓ) 𝑗)
 

 :לכן

[𝜎, 𝜏] ∈ A𝑋 

𝑁 ⊲ A𝑛, לכן: 

[𝜎, 𝜏] ∈ 𝑁 

 לכן:

1 ≠ ω = [𝜎, 𝜏] ∈ 𝑁 ∩ 𝐴𝑋 

𝑁 ⊲ A𝑛, לכן: 

𝑁 ∩ A𝑋 ⊲ A𝑋 

A𝑋 פשוטה, לכן: 

𝑁 ∩ A𝑋 = A𝑋 

 לכן:

A𝑋 ⊆ 𝑁 
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 .3כוללת מחזורים באורך  𝑁לכן, 

𝑁 ⊲ A𝑛  ב  (∗∗∗)המחזורים ומבנה- A𝑛 לכן  ,הוא מחלקת צמידות𝑁  כוללת את כל המחזורים

  .3באורך 

 לכן:

𝑁 = A𝑛 

 פשוטה. A𝑛 לכן,

∎ 

 ההער

A4 .אינה פשוטה 

 מתקיים:

K4 = 〈(1 2)(3 4), (1 3)(2 4)〉 ⊲ A4 

 מתקיים:

K4 ≅ ℤ2 × ℤ2

. . .
S4

𝐾4
⁄ ≅ S3
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 של ברנסיידהלמה 

 בעיה

 מציבים בחנוכייה עגולה נרות בשלושה צבעים.

 רוצים לספור חנוכיות שונות עד כדי סיבוב.

 נגדיר:

= 𝑋 .מרחב החנוכיות 

𝐺 = ℤ8  פועלת על𝑋 ידי סיבוב.-על 

 נחשב את עוצמת קבוצת המסלולים:

|𝑋 𝐺⁄ | 

 הגדרה

 .𝑋חבורה הפועלת על מרחב  𝐺תהי 

𝑔לכל  ∈ 𝐺:נגדיר , 

fp(𝑔) ≔ |{𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑔𝑥 = 𝑥}| 

 (הלמה של ברנסייד) למה

 .𝑋הפועלת על קבוצה  החבור 𝐺תהי 

 אזי, מתקיים:

|𝑋 𝐺⁄ | =
1

|𝐺|
⋅ ∑ fp(𝑔)

𝑔∈𝐺

 

 כחההו

 נסמן:

𝐹 ≔ {(𝑔, 𝑥) | 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑔𝑥 = 𝑥} 

 מצד אחד:

|𝐹| = ∑ ∑ 𝛿𝑥,𝑔𝑥

𝑥∈𝑋𝑔∈𝐺
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|𝐹| = ∑ fp(𝑔)

𝑔∈𝐺

 

 מצד שני:

|𝐹| = ∑ ∑ 𝛿𝑥,𝑔𝑥

𝑔∈𝐺𝑥∈𝑋
. . .

. = ∑|𝐺𝑥|

𝑥∈𝑋. . .

. = ∑
|𝐺|

|[𝑥]|
𝑥∈𝑋. . .

. = ∑ ∑
|𝐺|

|𝐶|
𝑥∈𝐶𝐶⊆𝑋. . .

. = ∑|𝐺|

𝐶⊆𝑋. . .

. = |𝐺| ⋅ |𝑋 𝐺⁄ |

 

 לכן:

|𝑋 𝐺⁄ | =
1

|𝐺|
⋅ ∑ fp(𝑔)

𝑔∈𝐺

 

 פתרון

ℤ8תהי  = 〈𝜎〉. 

 מתקיים:

fp(1) = 38

. . .
fp(𝜎) = 31

. . .
fp(𝜎2) = 32

. . .
fp(𝜎3) = 31

. . .
fp(𝜎4) = 34

. . .
fp(𝜎5) = 31

. . .
fp(𝜎6) = 32
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fp(𝜎7) = 31 

 :י הלמה של ברנסייד"עפ

|𝑋 𝐺⁄ | =
1

8
⋅ (38 + 4 ⋅ 3 + 2 ⋅ 32 + 34)

. . .

. = 834

 

∎ 


