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 מבנים אלגברים עם פעולה אחת

היא קבוצת איברים לא  Sכאשר  (∗,𝑆)מערכת אלגברית עם פעולה בינרית אחת היא הזוג  הגדרה:

 S* שומר על סגירות ב  .S* היא פעולה בינרית המוגדרת על איברי -ריקה ו

עם פעולה אחת * תקראנה שקולות )איזומורפיזם( אם קיימת  S,T,שתי מערכות אלגבריות הגדרה:

:𝑓פונקציה חח"ע ועל  𝑆 → 𝑇   המשמרת את הפעולה שלSכלומר , 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 ∶ 𝑓(𝑎 ∗ 𝑏) = 𝑓(𝑎) ∗ 𝑓(𝑏) 

תקרא אגודה או חבורה למחצה אם היא מקיימת את החוק   (*,S)מערכת אלגברית  הגדרה:

,𝑎∀האסוציאטיבי )הקיבוץ( אם:  𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆: 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) = (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 

 באגודה מותר להשתמש בחוקי חזקות. הערה:

 

 

 

𝑎∀יקרא נטרלי מימין אם מתקיים  bאיבר   (*,S)במערכת הגדרה:  ∈ 𝑆: 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 

𝑎∀יקרא נטרלי משמאל אם מתקיים  bאיבר   (*,S)במערכת   ∈ 𝑆: 𝑏 ∗ 𝑎 = 𝑎 

 .eאבר נטרלי מימין ומשמאל יקרא נטרלי, במקרה זה נסמנו  

 

 a=bאז  aוגם קיים נטרלי משמאל   bאם קיים איבר נטרלי מימין  טענה:

 אם קיים איבר נטרלי אזי הוא יחיד. מסקנה:

 

 אגודה עם איבר ניטרלי תיקרא מונואיד. הגדרה:

 יקרא: aאיבר   (*,S)במונואיד  
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 a*b=eכך ש  bאם קיים אבר -הפיך מימין  

 b*a=eכל ש  bאם קיים אבר -הפיך משמאל  

𝑎. אזי נסמן a*b=b*a=eכך ש  bהפיך: אם קיים אבר    = 𝑏−1 

 אזי הם שווים cומשמאל  bבמונואיד קיים הופכי מימין  aאם לאיבר  טענה:

𝑐 הוכחה:  = 𝑐 ∗ 𝑒 = 𝑐 ∗ (𝑎 ∗ 𝑏) = (𝑐 ∗ 𝑎) ∗ 𝑏 = 𝑒 ∗ 𝑏 = 𝑏 

 .groupמונואיד שכל אבריו הפיכים נקרא חבורה א( הגדרה:

,𝑎∀קומוטוטיבית או אבלית אם היא  (*,s)נאמר שחבורה ב(  𝑏 ∈ 𝑆 ∶ 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎 

 ג(חבורה ציקלית היא חבורה שנוצרת מאבר אחד בה  

∃𝑔 ∈ 𝐺: < 𝑔 >≔ {𝑔𝑖: 𝑖 ∈ 𝑍} 

 כל חבורה ציקלית היא בהכרח אבלית טענה:

,𝑎∀ הוכחה:  𝑏 ∈ 𝑆 ∶ 𝑎 = 𝑔𝑖∈𝑍, 𝑏 = 𝑔𝑗∈𝑍 

𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑔𝑖 ∗ 𝑔𝑗 = 𝑔𝑖+𝑗 =⏟
 חוקי

 חזקות

באגודה

𝑔𝑗𝑔𝑖 = 𝑏 ∗ 𝑎 

𝑥𝑛קבוצת שורשי היחידה (0דוגמאות:  = Ωהיא  𝐶מעל  1
𝑛

= {𝑐𝑖𝑠 (
2𝜋𝑘

𝑛
) : 𝑘 = 1, . . , 𝑛 − 1} 

[𝑐𝑖𝑠 (
2𝜋

𝑛
)]

𝑘

= 𝑐𝑖𝑠 (
2𝜋𝑘

𝑛
) 

𝑐𝑖𝑠𝜃1 ∗ 𝑐𝑖𝑠𝜃2 = 𝑐𝑖𝑠(𝜃1 + 𝜃2) 

 

𝑊𝑛 נסמןלכן  = 𝑐𝑖𝑠 (
2𝜋

𝑛
) 

Ω𝑛 = < 𝑊𝑛 >= {1, 𝑊𝑛, 𝑊𝑛
2 … , 𝑤𝑛

𝑛−1} 

2)𝑅∗ = 𝑅 − {0} , 𝑄∗ = 𝑄 −  לגבי כפל הם חבורות אבליות אינסופיות אך אינם ציקליות.  {0}

3 )𝑀𝑛(𝑅)  חבורה אבלית לא צקלית.-לגבי חיבור 

4 )𝐺𝐿𝑛(𝑅) חבורה לא אבלית -לגבי כפל מטריצות. 

 את קבוצת כל ההפיכים במונואיד Gr(M,*)נסמן ב  (*,M)עבור מונואיד  סימון:

 היא חבורה. Gr(M,*)טענה: 

 תכונת האסוציאטיביות היא תורשתית מהמונואיד.(1 הוכחה:

𝑒קיום איבר נטרלי: (2 ∗ 𝑒 = 𝑒 → 𝑒 ∈ 𝐺𝑟(𝑀,∗) 

,𝑎∀( סגירות: 3 𝑏 ∈ 𝐺𝑟(𝑀,∗) ∶ (𝑎𝑏)−1 = 𝑏−1𝑎−1 ∈ 𝐺𝑟(𝑀,∗) 

𝑎קיום ההופכי:  ∈ 𝐺𝑟 → ∃𝑎−1 ∈ 𝑀 ∶ 𝑎𝑎−1 = 𝑒 → 𝑎−1 ∈ 𝐺𝑟 



 ( כל האיברים הפיכים : ע"פ הגדרה.4

 

 תת חבורה:

G𝐻חבורה, תת קבוצה  (*,G)תהא הגדרה:  𝐻חבורה ונסמן -נקראת תת ⊇ ≤ 𝐺 אם ,H  ,היא חבורה

H𝑒(0כלומר אם  𝑎∀(3(סגירות  2  ∋ ∈ 𝐻 ∶ 𝑎−1 ∈ 𝐻 

,𝑍) (1דוגמאות: +)  :∀𝑛 ∈ 𝑍 ∶ 𝑛𝑍 =< 𝑛 > ≤ 𝑍 

< 3 ≥ 3𝑍 = {0, ±3, ±6, … } 

2 )𝑆𝐿𝑛(𝑅) = {𝐴 ∈ 𝑀𝑛(𝑅) ∶ |𝐴| = 1} ≤ 𝐺𝐿𝑛(𝑅) 

 

 חבורות קונגרואנציה

𝑛 עבור  הגדרה: ∈ 𝑁  נגדיר את היחס הבא עלZ : 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑍 ∶ 𝑥 ~⏞
𝑚𝑜𝑑 𝑛

𝑦 ⟺ 𝑥 = 𝑦 𝑚𝑜𝑑 𝑛 ⟺ ∃𝑘 ∈ 𝑍 ∶ 𝑥 − 𝑦 = 𝑘 ∗ 𝑛 

2למשל  = 5𝑚𝑜𝑑3 = 8𝑚𝑜𝑑3 

 n מתחלקת לקבוצות זרות = שאריות מודולו Zכלומר כל 

 .𝑘̅ע"י  kמסמנים כל מחלקה עם שארית 

𝑍𝑛המבנה  הגדרה: = {0,1, … , 𝑛 − הוא חבורה ונקראת חבורת קונגרואציה, או חבורת השאריות  {1

 .nמודולו 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 


