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 לג'נדרמשוואת 

 תזכורת

 משוואה מהצורה:

     (1 − 𝑥2)𝑦′′ − 2𝑥𝑦′ + 𝑘(𝑘 + 1) = 0     ,     𝑘 ∈ ℤ      

𝑘)הדרגה זוגית עבור  𝒫𝑘, נסמנו 𝑘קיים פתרון שהוא פולינום מדרגה  ∈ 2ℤ  ואי זוגית עבור

𝑘 ∈ 2ℤ + 1.) 

 (𝓡𝒐𝒅𝒓𝒊𝒈𝒖𝒆𝒔)נוסחת רודריג 

𝒫𝑘(𝑥) =
1

2𝑘𝑘!
⋅

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
[(𝑥2 − 1)𝑘] 

 פונקציה יוצרת

𝐺(𝑥, 𝑡) =
1

√1 − 2𝑥𝑡 + 𝑡2
= ∑ 𝒫𝑘(𝑥) ⋅ 𝑡𝑘

∞

𝑘=0

 

 הוכחה )נוסחת רודריג(

(𝑥2 − 1) ⋅
𝑑

𝑑𝑥
[(𝑥2 − 1)𝑘] = (𝑥2 − 1) ⋅ 𝑘(𝑥2 − 1)𝑘−1 ⋅ 2𝑥

. . .

. = 2𝑥𝑘(𝑥2 − 1)𝑘

 

𝑘)אם נגזור את שני האגפים  +  בדוק!(.  תרגיל:פותר את משוואת לג'נדר ) 𝒫𝑘פעמים, נקבל כי  (1

 הוכחה )פונקציה יוצרת(

,𝐺2(𝑥הוכחה בעזרת מניפולציות עם נגזרות חלקיות של  𝑡). 

 הערה

,𝐺(𝑥נגזור את הפונקציה היוצרת  𝑡)  לפי𝑡  ולפי𝑥 ונקבל יחסי רקורסיה בין ,𝒫𝑛, 𝒫𝑛+1𝒫𝑛+2  ובין

𝒫𝑛−1, 𝒫𝑛+1, 𝒫𝑛
′. 

 ערהה

𝒫𝑛(cos(𝜗)) = 𝐽0(𝑛𝜗) + 𝒪 (
1

𝑛
) 

 

http://math-wiki.com/images/1/13/%D7%9E%D7%A9%D7%95%D7%95%D7%90%D7%95%D7%AA_%D7%93%D7%99%D7%A4%D7%A8%D7%A0%D7%A6%D7%99%D7%90%D7%9C%D7%99%D7%95%D7%AA_%D7%A8%D7%92%D7%99%D7%9C%D7%95%D7%AA_%D7%94%D7%A8%D7%A6%D7%90%D7%94_19.pdf
http://math-wiki.com/images/1/13/%D7%9E%D7%A9%D7%95%D7%95%D7%90%D7%95%D7%AA_%D7%93%D7%99%D7%A4%D7%A8%D7%A0%D7%A6%D7%99%D7%90%D7%9C%D7%99%D7%95%D7%AA_%D7%A8%D7%92%D7%99%D7%9C%D7%95%D7%AA_%D7%94%D7%A8%D7%A6%D7%90%D7%94_19.pdf
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 הצגה אינטגרלית

𝒫𝑛(cos(𝜗)) =
1

𝜋
⋅ ∫(cos(𝜗) + 𝑖 sin(𝜗) cos(𝜗))𝑛  𝑑𝜗

𝜋

0

 

∎ 


