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 )קריטריון קושי להתכנסות סדרות(משפט 

𝜖לכל  ⇔ת סמתכנ 𝑎𝑛דרה ס > 𝑁 קיים 0 ∈ ℕ לכל כך ש𝑁 < 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ  :מתקיים

|𝑎𝑛 − 𝑎𝑚| < 𝜖. 

 הוכחה

⟸  

𝑎𝑛נניח  → 𝑎.  יהי𝜖 > 0. 

𝜖

2
> 0 ,𝑎𝑛 → 𝑎 קיים, לכן 𝑁 ∈ ℕ לכל כך ש𝑁 < 𝑛 ∈ ℕ  :מתקיים|𝑎𝑛 − 𝑎| <

𝜖

2
.  

𝑁יהיו  < 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ:אז . 

 |𝑎𝑛 − 𝑎𝑚| = |(𝑎𝑛 − 𝑎) − (𝑎𝑚 − 𝑎)| אי שוויון המשולש≥ |𝑎𝑛 − 𝑎| + |𝑎𝑚 − 𝑎| <
𝜖

2
+
𝜖

2
= 𝜖 . 

⇒  

 חסומה. 𝑎𝑛הסדרה : טענה

𝜖מהנתון, בפרט עבור  :הוכחה = 𝑁 קיים 1 ∈ ℕ לכל כך ש𝑁 < 𝑛 ∈ ℕ :מתקיים 

|𝑎𝑛 − 𝑎𝑚| < |𝑎𝑛| ט:. בפר1 − |𝑎𝑁+1| ⏞    
קבוע

≤ י שוויון המשולשא |𝑎𝑛 − 𝑎𝑁+1| < 𝑁לכל  1 < 𝑛 ∈ ℕ ,

|𝑎𝑛|ולכן  < 1 + |𝑎𝑁+1| ⏞    
קבוע

𝑁לכל   < 𝑛 ∈ ℕנסמן .: 𝑐 ≔ 𝑚𝑎 𝑥{|𝑎1| + 1,… , |𝑎𝑁| + 1, |𝑎𝑁+1| + 1} 

|𝑎𝑛|אז  < 𝑐  לכל𝑁 < 𝑛 ∈ ℕ . 

𝑎𝑚𝑛 ת סדרהת קיימתמשפט בולצנו ויירשטרס לפי  → 𝑎.  

𝑎𝑛נראה שמתקיים  → 𝑎 יהי :𝜖 > 0 . 

𝑁1 קייםמהנתון,  ∈ ℕ לכל כך ש𝑁1 < 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ  :מתקיים|𝑎𝑛 − 𝑎𝑚| <
𝜖

2
. 𝑎𝑚𝑛 → 𝑎 לכן ,

𝑁2 קיים ∈ ℕ לכל כך ש𝑁2 < 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ :מתקיים |𝑎𝑚𝑛 − 𝑎| <
𝜖

2
 נגדיר:. 

𝑁 ≔ max{𝑁1, 𝑁2} יהי .𝑁 < 𝑛 ∈ ℕ הסדרה .𝑚𝑛 ( לכל עולה ממש𝑛 ∈ ℕ  :מתקיים𝑚𝑛 <

𝑚𝑛+1 , 𝑚𝑛 + 1 ≤ 𝑚𝑛+1) , לכן𝑛 ≤ 𝑚𝑛  לכל𝑛פורמ( .לית, הוכחה באינדוקציה על א𝑛.) 

|𝑎𝑛 − 𝑎| = |(𝑎𝑛 − 𝑎𝑚𝑛
) + (𝑎𝑚𝑛

− 𝑎)| אשמ≥ |𝑎𝑛 − 𝑎𝑚𝑛
|
𝑁1≤𝑁<𝑛≤𝑚𝑛→<

𝜖

2

+ |𝑎𝑚𝑛
− 𝑎|

<
𝜖

2

 

|𝑎𝑛 − 𝑎| <
𝜖

2
+
𝜖

2
= 𝜖 ∎ 
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 דוגמה

𝑛לכל  ∈ ℕנסמן ,: 𝑎𝑛 ≔ ∑
1

𝑘

𝑛
𝑘=1 =

1

1
+
1

2
+⋯+

1

𝑛
 (1,

3

2
,
11

6
, מתבדרת.  𝑎𝑛(. הסדרה  …

|𝑎2𝑛 − 𝑎𝑛| = 𝑎2𝑛 − 𝑎𝑛 =
1

𝑛+1
+

1

𝑛+2
+⋯+

1

2𝑛
≥ 𝑛 ⋅

1

2𝑛
=
1

2
. אילו הסדרה הייתה 

𝑁היה מתכנסת,  ∈ ℕ לכל כך ש𝑁 < 𝑛 ∈ ℕ  :מתקיים|𝑎𝑚 − 𝑎𝑛| <
1

2
𝑁עבור  . אולם, <

2 ⋅ 𝑛⏞
𝑚

, 𝑛 ∈ ℕ ,.נקבל סתירה 

 הערה

𝑎𝑚𝑛  -קיימת תת סדרה שלה כך ש סדרה שאינה חסומה מלעיל אז  𝑎𝑛אם  → ∞. 

 הוכחה

𝑛יהי  ∈ ℕ .𝑛 קייםשל הסדרה, לכן  אינו חסם מלעיל 𝑚𝑛  טבעי כך ש𝑛 < 𝑎𝑚𝑛 . נוכיח

י 𝑙𝑖𝑚כ
𝑛→∞

𝑎𝑚𝑛 = 𝑀: יהי  ∞ ∈ ℝ ניקח .𝑀 ≤ 𝑁 ∈ ℕ  , אז לכל𝑁 < 𝑛 ∈ ℕ מתקיים: 

 M ≤ N < 𝑛 < 𝑎𝑚𝑛 :לכן M < 𝑎𝑚𝑛  לכל𝑁 < 𝑛 ∈ ℕ. 

𝑚𝑛הבעיה, שלא הוכחנו ש < 𝑚𝑛+1  לכל𝑛 ואז ייתכן ש ,𝑎𝑚𝑛 .אינה תת סדרה 

1  - כנ"ל, כך ש 𝑚1וכו'.  𝑚2, אח"כ 𝑚1 לפי הסדר: 𝑚𝑛: נגדיר את תיקון < 𝑎𝑚1
. נניח שהגדרנו 

,𝑚1את  …𝑚𝑛יהי . 𝑀 ≔ 𝑚𝑎𝑥{|𝑎𝑚1|, … |𝑎𝑚𝑛|, 𝑛} .𝑀  קיים אינו חסם מלעיל, ולכן

𝑀בסדרה כך ש 𝑚𝑛אינדקס < 𝑎𝑚𝑛 בפרט, לכל .𝑘 ≤ 𝑚𝑛  ,|𝑎𝑘| < 𝑎𝑚𝑛+1  ובפרט𝑚𝑛 ≠ 𝑘 .

𝑚𝑛+1 ∉ {1,2, . . , 𝑚𝑛}  ולכן𝑚𝑛 < 𝑚𝑛+1 .סוף הבניה . 

𝑛בפרט,  < 𝑎𝑚𝑛  לכל𝑛כן:, ו 𝑚1 < 𝑚2 < ⋯ . 𝑎𝑚𝑛 →  .ת סדרהכמו קודם, וזו ת ∞

∎ 

 הגדרה

𝑎𝑚𝑛תת סדרה  אם קיימתשל הסדרה  גבול חלקיהוא  𝑎סדרה. מספר  𝑎𝑛תהי  → ∞. 

 דוגמה

,1הם:  𝑛(1−)הגבולות החלקיים של הסדרה •  𝑚𝑛(1−) ת סדרה:. לכל ת1− → 𝑎 בהכרח ,

𝑚𝑛(1−))זוגי  𝑚𝑛לבסוף  = 𝑚𝑛(1−)או שלבסוף  (1 = −1. 

𝑓:ℕתהי •  → ℕ .עבור זוג  חח"ע ועל(𝑚, 𝑛) ∈ ℤ × ℕ  יהי𝑚. 𝑛 = 𝑥(𝑚,𝑛)  המספר הממשי שזו

𝑎𝑛. נתבונן בסדרה 3.1415נקבל  (3,1415): עבור למשלהצגתו העשרונית.  ≔ 𝑥𝑓(𝑛) מהם .

 ? 𝑎𝑛הגבולות החלקיים של 
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𝑟 : לכתוב ניתן הוא גבול חלקי של הסדרה.  𝑟: כל מספר ממשי תשובה = 𝑚. 𝑑1𝑑2…  כאשר

𝑑1, 𝑑2, . . ∈ {0, … ,9},𝑚 ∈ ℤ. 

𝑟 = 𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

(𝑚. 𝑑1…𝑑𝑘) = 𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝑥(𝑚,𝑑1,⋯,𝑑𝑘) 

∎ 

 


