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 משפט

𝑦(𝑛) = 𝑎𝑛−1(𝑥)𝑦
(𝑛−1) +⋯+ 𝑎0(𝑥)𝑦 + 𝑏(𝑥) 

,𝑦1}משוואה לינארית אי הומוגנית ובסיס  ⋯ , 𝑦𝑛}  לפתרונות המשוואה ההומוגנית הקשורה. אזי

 הפונקציה:

𝑦(𝑥) = 𝑐1(𝑥)𝑦1 + 𝑐2(𝑥)𝑦2 +⋯+ 𝑐𝑛(𝑥)𝑦𝑛 

 פותר את המשוואה אם ורק אם:

{
 

 
𝑐1
′(𝑥)𝑦1 + 𝑐2

′ (𝑥)𝑦2 +⋯+ 𝑐𝑛
′ (𝑥)𝑦𝑛 = 0

𝑐1
′(𝑥)𝑦1

′ + 𝑐2
′ (𝑥)𝑦2

′ +⋯+ 𝑐𝑛
′ (𝑥)𝑦𝑛

′ = 0
⋮

𝑐1
′(𝑥)𝑦1

(𝑛−1) + 𝑐2
′ (𝑥)𝑦2

(𝑛−1) +⋯+ 𝑐𝑛
′ (𝑥)𝑦𝑛

(𝑛−1) = 𝑏(𝑥)

 

 ההוכח

⇒  

 נובע מהמערכת:

{
  
 

  
 

𝑦′(𝑥) = 𝑐1(𝑥)𝑦1
′ + 𝑐2(𝑥)𝑦2

′ +⋯+ 𝑐𝑛(𝑥)𝑦𝑛
′

𝑦′′(𝑥) = 𝑐1(𝑥)𝑦1
′′ + 𝑐2(𝑥)𝑦2

′′ +⋯+ 𝑐𝑛(𝑥)𝑦𝑛
′′

⋮

𝑦(𝑛−2)(𝑥) = 𝑐1(𝑥)𝑦1
(𝑛−2)

+ 𝑐2(𝑥)𝑦2
(𝑛−2)

+⋯+ 𝑐𝑛(𝑥)𝑦𝑛
(𝑛−2)

𝑦(𝑛−1)(𝑥) = 𝑐1(𝑥)𝑦1
(𝑛−1)

+ 𝑐2(𝑥)𝑦2
(𝑛−1)

+⋯+ 𝑐𝑛(𝑥)𝑦𝑛
(𝑛−1)

𝑦(𝑛)(𝑥) = 𝑐1(𝑥)𝑦1
(𝑛)
+ 𝑐2(𝑥)𝑦2

(𝑛)
+⋯+ 𝑐𝑛(𝑥)𝑦𝑛

(𝑛) + 𝑏(𝑥)

 

 נשים לב שהמערכת הזאת שקולה למשוואה:

𝑤 ⋅ (

𝑐1
′(𝑥)

𝑐2
′ (𝑥)
⋮

𝑐𝑛
′ (𝑥)

) = (

0
⋮
0
𝑏(𝑥)

) ⟹ (

𝑐1
′(𝑥)

𝑐2
′ (𝑥)
⋮

𝑐𝑛
′ (𝑥)

) = 𝑤−1(𝑥) ⋅ (

0
⋮
0
𝑏(𝑥)

) 

 הדוגמ

𝑦′′ −
6

𝑥2
𝑦 = 𝑥 ⋅ log 𝑥 

𝑦1(𝑥) = 𝑥
3, 𝑦1

′(𝑥) = 3𝑥2 

𝑦2(𝑥) =
1

𝑥2
, 𝑦2
′(𝑥) = −

2

𝑥3
 

𝑤(𝑥) = |
𝑥3

1

𝑥2

3𝑥2 −
2

𝑥3

| = −2 − 3 = −5 
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⟹𝑤−1(𝑥) = |

2

5𝑥3
1

5𝑥2

3

5
𝑥2 −

𝑥3

5

| 

 פותרהפתרון  ⟸

(
𝑐1
′(𝑥)

𝑐2
′ (𝑥)

) = (

2

5𝑥3
1

5𝑥2

3

5
𝑥2 −

𝑥3

5

)(
0

𝑥 ⋅ log 𝑥
) = (

1

5𝑥
log 𝑥

−
𝑥4

5
log 𝑥

) 

𝑐1(𝑥) = ∫
1

5𝑥
log 𝑥 =

1

10
log2 𝑥 + 𝑐1 

𝑐2(𝑥) = −
1

5
(
𝑥5

5
log 𝑥 −

𝑥5

25
) + 𝑐2 = −

𝑥5

25
log 𝑥 +

𝑥5

125
+ 𝑐2 

⟹  𝑦(𝑥) = 𝑐1(𝑥)𝑦1 + 𝑐2(𝑥)𝑦2 = 

= (
1

10
log2 𝑥 + 𝑐1) 𝑥

3 + (−
𝑥5

5
log 𝑥 +

𝑥5

125
+ 𝑐2) ⋅

1

𝑥2
 = 

=
1

10
𝑥3 log2 𝑥 −

𝑥3

25
log 𝑥 +

𝑥3

125⏟                  
פתרון פרטי

+ 𝑐2 ⋅
1

𝑥2
+ 𝑐1𝑥

3 

 מבוא לפונקציית גרין

𝑦(𝑛) − 𝑎𝑛−1(𝑥)𝑦
(𝑛−1) − 𝑎𝑛−2(𝑥)𝑦

(𝑛−2) −⋯− 𝑎0(𝑥)𝑦⏟                                  
𝐿𝑦

= 𝑏(𝑥) 

𝐿: 𝐶𝑛 → 𝐶0 

𝐿𝑦למשוואה  עכשיו מחפשים פתרונות = 𝑏 

𝑏(𝑥)  פונקציה רציפה נתונה. הגרעין של𝐿 הוא 𝑛 .)מימדי )מרחב הפתרונות ההומוגניים 

 נסתכל על המרחב:

{𝑓 ∈ 𝐶𝑛: 𝑓(𝑥) = 0, 𝑓′(𝑥) = 0,⋯ , 𝑓(𝑛−1)(𝑥) = 0} ⊆ 𝐶𝑛 

𝐿𝑦 = 𝑦
′′(𝑥) − 𝑎1(𝑥)𝑦

′ − 𝑎0(𝑥)𝑦 

𝑀ורוצים למצוא אופרטור  = 𝐿−1  על המרחב𝑉 אם .𝑦1, 𝑦2  שני פתרונות בלתי תלויים לינארית

 למשוואה ההומוגנית הקשורה, כלומר

𝑤(𝑥) = (
𝑦1 𝑦2
𝑦1
′ 𝑦2

′) 

𝑐1(𝑥)𝑦1לכן  + 𝑐2(𝑥)𝑦2 פותר משוואה אי הומוגנית אם 

𝑤(𝑥) ⋅ (
𝑐1
′(𝑥)

𝑐2
′ (𝑥)

) = 0 ⋅ (
0
𝑏(𝑥)

) 
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 כלל קרמר:

𝑐1
′(𝑥) =

|
0 𝑦2
𝑏(𝑥) 𝑦2

′ |

det(𝑤(𝑥))
= −

𝑦2(𝑥)𝑏(𝑥)

det(𝑤(𝑥))
 

𝑐2
′ (𝑥) =

|
𝑦1 0

𝑦1
′ 𝑏(𝑥)

|

det(𝑤(𝑥))
=
𝑦1(𝑥)𝑏(𝑥)

det(𝑤(𝑥))
 

 הפתרון הכללי של המשוואה הוא:

𝑦(𝑥) = 𝑐1(𝑥)𝑦1(𝑥) + 𝑐2(𝑥)𝑦2(𝑥) = 

= ∫ −
𝑦2(𝑡)𝑏(𝑡)𝑑𝑡

[𝑦1𝑦2
′ − 𝑦2𝑦1

′](𝑡)

𝑥

𝑥0

⋅ 𝑦1(𝑥) + ∫
𝑦1(𝑡)𝑏(𝑡)𝑑𝑡

[𝑦1𝑦2
′ − 𝑦2𝑦1

′](𝑡)

𝑥

𝑥0

⋅ 𝑦2(𝑥) = 

= ∫
𝑦1(𝑡)𝑦2(𝑥) − 𝑦1(𝑥)𝑦2(𝑡)

[𝑦1𝑦2
′ − 𝑦2𝑦1

′](𝑡)
𝑏(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

= ∫ 𝐺(𝑥, 𝑡)𝑏(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑥0

 

 


