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 הגדרה

:𝑓 נקציהפירושו פופונקציה ממשית  𝐴 → ℝ  כאשר𝐴 ⊆ ℝ .כלשהו 

 הגדרה

𝑎של נקודה סביבה מנוקבת  ∈ ℝ  היא קבוצה מהצורה(𝑎 − 𝛿, 𝑎 + 𝛿)\{𝑎}  לאיזשהו𝛿 > 0. 

(= {𝑥: 𝑎 − 𝛿 < 𝑥 < 𝑎 + 𝛿}𝑥≠𝑎 = {𝑥: 0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿}) 

 הגדרה

,𝑎יהיו  𝑏 ∈ ℝ ו-𝑓  ממשית כך שפונקציה-𝑎  של נקודת הצטברות𝑑𝑜𝑚(𝑓)  בכל סביבה מנוקבת(

 .(𝑑𝑜𝑚(𝑓)-יש נקודה מ 𝑎של 

𝒇(𝒙)נכתוב  →
𝒙→𝒂

 𝒃  או(lim
𝑥→𝑎
f(x) = b:אם ) 

𝜖לכל  > 𝑓(𝑥)|-כך ש 𝑎יש סביבה מנוקבת של  0 − 𝑏| < 𝜖  לכל𝑥  מהסביבה המנוקבת שנמצאת

 .𝑓בתחום של 

𝜖בפירוט: לכל  > 𝛿יש  0 > 𝑓(𝑥)|-כך ש 0 − 𝑏| < 𝜖  לכל𝑥  0בתחום המקיים < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 

 דוגמה

lim
𝑥→3
(2x + 1) = 𝟕  

𝜖יהי  > 𝛿. נחפש 0 > 2𝑥)|, כלומר כדרוש בהגדרה 0 + 1) − 7| < 𝜖  0עבור < |𝑥 − 3| < 𝛿. 

|(2𝑥 + 1) − 7| = |2𝑥 − 6| = 2 |𝑥 − 3|⏟    
<𝛿

< 2𝛿 ≤
מספיק

𝜖 

𝛿ניקח למשל  ≔
𝜖

2
 

 דוגמה

𝑓(𝑥) ≔ {
2𝑥 + 1,   𝑥 ≠ 3
1000,      𝑥 = 3

 ⇐ lim
𝑥→3
(2x + 1) = 𝟕 

𝑥לא הייתה מוגדרת כלל עבור  𝑓(𝑥)גם אם  = lim, עדיין 3
𝑥→3
(2x + 1) = 𝟕. 

 תרגיל

 :𝑑𝑜𝑚(𝑓)של  𝑎עבור נקודת הצטברות 

lim
𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 𝑏 ⇔  לכל𝜖 > 𝛿יש  0 >   -כך ש 0

|𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑏| < 𝜖  0לכל < |ℎ| < 𝛿כך ש ,- 𝑎 + ℎ ∈ 𝑑𝑜𝑚(𝑓). 
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 )ניסוח הגבול על ידי היינה(משפט 

lim
𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 𝑏 ⇔ 𝑎  נקודת הצטברות של𝑑𝑜𝑚(𝑓) לכל סדרה ו𝑎 ≠ 𝑎𝑛⏞

∈ 𝑑𝑜𝑚(𝑓)

→ 𝑎  מתקיים

lim
𝑛→∞

𝑓(𝑎𝑛) = 𝑏. 

 הוכחה

⇐  

𝑎תהי  ≠ 𝑎𝑛⏞
∈ 𝑑𝑜𝑚(𝑓)

→ 𝑎 נוכיח .𝑓(𝑎𝑛) → 𝑏 יהי :𝜖 > 𝛿. מהנתון, יש 0 >  -כך ש 0

|𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜖  0כאשר < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 ו(- 𝑥 .)בתחום 

𝑎𝑛 → 𝑎 לכן יש ,𝑁 כך ש- |𝑎𝑛 − 𝑎| < 𝛿  לכל𝑁 ≤ 𝑛. 

𝑛לכל  ≥ 𝑁 :0 <⏟
𝑎𝑛≠𝑎

|𝑎𝑛 − 𝑎| < 𝛿.  ,מהפסקה הקודמת|𝑓(𝑎𝑛) − 𝑏| < 𝜖. 

⇒  

lim נניח בשלילה
𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) ≠ 𝑏 זאת אומרת: קיים .𝜖 > 𝛿, כך שלכל 0 >  -כך ש בתחום 𝑥, קיים 0

0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿  ועדיין|𝑓(𝑥) − 𝑏| ≥ 𝜖.  לכל𝑛 עבור ,𝛿 =
1

𝑛
⏞0בתחום המקיים  𝑎𝑛 קיים ,

→0

<

|𝑎𝑛 − 𝑎|⏟    
לפי סנדוויץ 0→

<
1

𝑛

⏞
→0

𝑎לכן    ≠ 𝑎𝑛 → 𝑎 

 |𝑓(𝑎𝑛) − 𝑏| ≥ ϵ ⇐  אבל𝑓(𝑎𝑛) ↛ 𝑏 .בסתירה 

∎ 

 מסקנה

limאם 
𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) יים, אז הוא יחיד.ק 

 הוכחה

𝑓(𝑥)נניח  →
𝑥→𝑎

𝑏1, 𝑓(𝑥) →
𝑥→𝑎

𝑏2 תהי .𝑎 ≠ 𝑎𝑛 → 𝑎 .סדרה בתחום 

𝑏2מהמשפט,  ←
𝑛→∞

𝑓(𝑎𝑛) →
𝑛→∞

𝑏1מיחידות הצגת גבול הסדרה נובע ש ,-𝑏1 = 𝑏2. 

∎ 
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 הערה

𝑎, אז יש סדרה 𝑑𝑜𝑚(𝑓)קודת הצטברות של נ 𝑎אם  ≠ 𝑎𝑛 → 𝑎 .בתחום 

𝛿)לכל  ≔
1

𝑛
𝑎𝑛, יש  ∈ (𝑎 −

1

𝑛
, 𝑎 +

1

𝑛
) \{𝑎}  .𝑎 −

1

𝑛

⏞  
→𝑎

< |𝑎𝑛 − 𝑎|⏟    
→𝑎 לפי סנדוויץ

< 𝑎 +
1

𝑛

⏞  
→𝑎

. ) 

 מסקנה

limהסיבות האפשריות לאי קיום גבול 
𝑥→𝑎
𝑓(𝑥)  כאשר(𝑎  נקודת הצטברות של𝑑𝑜𝑚(𝑓) ): 

𝑎יש בתחום סדרה  .א ≠ 𝑎𝑛 → 𝑎  כך שהגבולlim
𝑛→∞

𝑓(𝑎𝑛) .אינו קיים 

𝑎ם סדרות יש בתחו .ב ≠ 𝑎𝑛, 𝑎𝑛
′ → 𝑎  כך שהגבולותlim

𝑛→∞
𝑓(𝑎𝑛) ≠ lim

𝑛→∞
(𝑎𝑛
′ ). 

 תרגיל

limאי קיום הגבול  ⇔( הנ"ל א)
𝑥→𝑎
𝑓(𝑥)א(⇐. )למעשה, ב. 

 דוגמאות

  lim
𝑥→0
(sin

1

𝑥
 אינו קיים.(

,𝑎𝑛ניקח סדרות  𝑎𝑛
-כך ש ′

1

an
= 2𝜋𝑛, ,

1

𝑎𝑛
′ = 2𝜋𝑛 +

𝜋

2
 

𝑎𝑛 ≔
1

2𝜋𝑛
 ,𝑎𝑛

′ ≔
1

2𝜋𝑛+
𝜋

2
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lim
𝑥→0
𝑥 ⋅ sin (

1

𝑥
) = 0 

 
 

0לכל סדרה  ≠ 𝑎𝑛 → 0. 

0 ≤ |𝑎𝑛 sin (
1

𝑎𝑛
)| = |𝑎𝑛| ⋅ | sin

1

𝑎𝑛
| ≤ |𝑎𝑛| → 0 

⇐ 𝑎𝑛 sin
1

𝑎𝑛
→ 𝑥𝑠𝑖𝑛. מהניסוח בלשון הסדרות, )היינה(, 0

1

𝑥
→
𝑥→0

0. 

____________________________________________________________________ 

[𝑥] ≔ max{𝑘 ∈ ℤ: 𝑘 ≤ 𝑥} 

[𝜋] = 3 

[3] = 3 

[2.9999] = 2 

 גרף-

[𝑥]לכל  →
𝑥→𝑎

[𝑎] 

𝑎עבור  ∈ ℤ ,lim
𝑥→𝑎
[𝑥]  לא קיים: ניקח𝑎𝑛 ↗ 𝑎 ↙ 𝑎𝑛

′. 
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𝑓(𝑥)דוגמת דיריכלה:  ≔ {
0,   𝑥 ∈ ℚ
1,    𝑥 ∉ ℚ

. 

 יש סדרה 𝑎, כי לכל 𝑎אין גבול באף נקודה  𝑓-ל

 

 𝑞𝑛∈ℚ → 𝑎  ואז(𝑓(𝑞𝑛) = 0 → 𝑟𝑛∉ℚ(, ויש סדרה 0 → 𝑎  ואז(𝑓(𝑟𝑛) = 1 → 1.) 

____________________________________________________________________ 

 

 דוגמת הפופקורן:

 

𝑓(𝑥):= {

1,                       𝑥 = 0
0,                       𝑥 ∉ ℚ
1

𝑛
,     𝑥 =

𝑚

𝑛
מצומצם 

. 

𝑎 ,limלכל 
𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 0. 

  


