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 ד"בס

 אינטגרלים משולשים
 

 . מימדים3-אינטגרל משולש הוא כמו אינטגרל כפול רק ב
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 208' עמ. 1ראה דוגמאות בספר של הבלין 
 209' עמ. 2          

 
 שינוי סדר אינטגרציה

 
 :תרגיל

 :י המישורים"מצא את נפח המנסרה  החסומה ע
1. z+2y=2 
2. x=3 
3. z=0, y=0, x=0 
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 פונקציה נפח
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 :שאלה
 

 , z=1+yמצא מהו נפח הצורה מתחת למישור 
 ,2x+y=2: י המישורים של הצירים והמישור"שתחום ע

 .עזרת אינטגרל משולש ב
 
 
 
 
 
 

 :פיתרון
 

 .dxdydzכל נפח מחולק לאלמנטים בגודל 
 .y+1 עד 0-בהתחלה עושים את האינטגרל מ
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 :הערה
 ).גובה למשל(מידע נוסף  +dxdy אינטגרציה על שטח -כפולאינטגרל  .1
טמפרטורה , פיפותצ(מידע נוסף  +dxdydz אינטגרציה על נפח -משולשאינטגרל  .2

 ).'וכו
 
 

 :שימושים
 .f(x,y)=גובה: אינטגרל כפול: נפח. א

 .f(x,y,z)=1:             אינטגרל משולש
 .f(x,y,z)=צפיפות: אינטגרל משולש: מסה. ב
 

 

 
 

 רדינטות גליליותבקואינטגרלים משולשים 
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 :תרגיל
 

∫∫∫: חשב ydVx2 כאשר V2וגובהו , 1שרדיוסו ,  הוא נפח של חצי גליל . 

 :פיתרון
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 .212' דוגמא בספר של הבלין עמ •
 
 
 

 :תרגיל

222ח  למשטxyמצא את הנפח הכלוא בין מישור  11 ryxz −=−−= 

)22 yxz  ).1- נהפוך אותה ונעלה אותה ב–ה  זה פרבולואיד=+

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∫ ∫ ∫
= =

−

=

===
π

θ

π
θ

2

0

1

0

1

0
2

...

2

r

r

z

rdzdrdV 

 
 
 

x

y

-1 1 1

1

2

x

y

z

x

y

z 



 4

 אינטגרלים משולשים בקורדינטות כדוריות
 
 

 :קורדינטות כדוריות
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 :תרגיל
 

 :a את האינטגרל הבא על נפח של חצי עליון של כדור ברדיוס צריך לחשב
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 :תרגיל

22מצא את נפח חיתוך החרוט 
yxz 4222 והכדור =+ =++ zyx. 

 :פיתרון
 .הגוף הוא חרוט שבסיסו כדורי

22224: חיתוך החרוט עם הכדור yxyxz +=−−= 
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 :תרגיל

+≥←: מצא את נפח החרוט שבסיסו מישור 222
yx ,2: וגם≤z. 

  :פיתרון
 :בקצה

  2~,4,2 22 ==+= ryxz 
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 .ϕוזווית , θזווית , rאלמנט נפח מסויים נמצא ברדיוס 
 . משתנהrאז , z=2כאשר , במישור, בסוף
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 :תרגיל
 
 :מצא את הגובה של מרכז המסה של הקונוס. א
 .מצא את מומנט האינרציה סביב הציר הראשי. ב

 .רדיוס הבסיס=גובה הקונוס
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 !)חשוב(תרגיל 

: אם צפיפות המסה שלו, Rמהי מסתו של כדור שרדיוסו 
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ddddV

z

y

x

θϕϕρ

ϕρ
θϕρ
θϕρ

sin

cos

sinsin

cossin

2=

=

=

=

 

 
 

 :המסה

( ) ...cossin1
2

1

cossin
2

cossin

sin
cossin

0

2

0

23

2

0 0

23

0

2

0 0 0

23

2

2

0 0 0

3

222

2

2

2

2

=−−=

=
−

=

⋅=

⋅
=

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

=

−

= = =

−

= = =

−

θθϕϕ

θϕθϕ

θϕρθϕρ

θϕρϕρ
ρ

θϕρ

π π

π πρ

π

θ

π

ϕ

ρ

π

θ

π

ϕ

ρ

dde

dd
e

ddde

ddd
e

M

R

R

R

r

dV

R

r
��� ���� ��

 

 
 

 )184' ם עמשאו (משפט פאפוס
 

ונסובב אותו סביב ציר על המישור , Aאם נקח משטח מישורי דו מימדי סגור בעל שטח 
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 :תרגיל
 .R ורדיוס חיצוני rמצא נפח טבעת בעלת רדיוס פנימי 

 
 :פיתרון
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 :תרגיל
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 ?מהו מרכז המסה של חצי כדור: מאדוג
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 :14שאלה שהופיעה בתרגיל 
 ?hמהו נפח חלק הכדור מעל למישור בגובה 
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 קורדינטות גליליות. 2
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 ...'וכו
 

 .תיתכן בעיה עם מינוס: שימו לב •
 
 

 :תרגיל
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 :מכאן. a2=ρ - המקסימלית היא בϕזווית 
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 .בעיה עם מינוסשיש יתכן גם כאן : שימו לב •
 
 

 :תרגיל
 

כאשר צפיפות המסה ,  ביחס לציר העובר במרכזaמהו מומנט ההתמד של כדור בעל רדיוס 
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