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 כלל השרשרת -משפט 

(𝑓(𝑔(𝑥)))
′

= 𝑓′(𝑔(𝑥)) ⋅ 𝑔′(𝑥)⏞  
הנגזרת הפנימית

 

 הוכחה

(𝑓(𝑔(𝑥)))
′

≔ lim
ℎ→0

𝑓 (𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑔(𝑥)))

ℎ
 

𝑓(𝑔(𝑥 + ℎ)) − 𝑓(𝑔(𝑥))

ℎ
=
𝑓 (𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑔(𝑥)))

𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)
→𝑓′(𝑔(𝑥))

⏞                    
→
ℎ→0

0

⋅
𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)

ℎ

⏞          
→
ℎ→0

𝑔′(𝑥)

 

 

 בעיה בהוכחה:

𝑔(𝑥ייתכן  + ℎ) − 𝑔(𝑥) = 0. 

 נתקן את ההוכחה:

 נגדיר:

𝐷(ℎ) = {

𝑓(𝑔(𝑥 + ℎ)) − 𝑓(𝑔(𝑥))

𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)
,   𝑔(𝑥 + ℎ) ≠ 𝑔(𝑥)

𝑓′(𝑔(𝑥)),    𝑔(𝑥 + ℎ) = 𝑔(𝑥)

 

𝑓(𝑔(𝑥 + ℎ)) − 𝑓(𝑔(𝑥))

ℎ
= 𝐷(ℎ) ⋅

𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)

ℎ
 

 )בדוק, לפי שני המקרים(.

𝐷(ℎ)נשאר להוכיח  → 𝑓′(𝑔(𝑥)) 

 נעבוד בלשון הסדרות.

ℎ𝑛תהי  →  . הסדרה מתחלקת לשתי תתי סדרות:0

𝑔(𝑥 -כך ש  ℎ𝑛האיברים . 1 + ℎ𝑛) = 𝑔(𝑥). 2 . האיבריםℎ𝑛  כך ש- 𝑔(𝑥 + ℎ𝑛) = 𝑔(𝑥). 

להניח שאנו תמיד באותו מקרה. במקרה  פשראם אחת מהן סופית, היא לא משפיעה על הגבול וא

2 ,𝐷(ℎ𝑛) = 𝑓
′(𝑔(𝑥))⏟      
→𝑓′(𝑔(𝑥))

, מהלמה על גבול של הרכבת פונקציות )תנאיה 1במקרה  כסדרה קבועה. 

𝑔(𝑥מתקיימים כאן כי  + ℎ𝑛) ≠ 𝑔(𝑥) תמיד( ,𝐷(ℎ𝑛) = (𝑓(𝑔(𝑥 + ℎ𝑛)) −
𝑓(𝑔(𝑥))

𝑔(𝑥+ℎ𝑛)−𝑔(𝑥)
. 

𝑔(𝑥) ≠ 𝑔(𝑥 + ℎ𝑛) → 𝑔(𝑥). 

 𝐷(ℎ𝑛) = (𝑓(𝑔(𝑥 + ℎ𝑛)) −
𝑓(𝑔(𝑥))

𝑔(𝑥+ℎ𝑛)−𝑔(𝑥)
→ lim

𝑎→𝑔(𝑥)
(𝑓(𝑎) −

𝑓(𝑔(𝑥))

𝑎−𝑔(𝑥)
 

(כל אחת מתתי הסדרות)𝐷אם שתי הסדרות אינסופיות, מאותה סיבה  → 𝑓′(𝑔(𝑥)). 

ℎ𝑛, 𝐷(ℎ𝑛)כיוון שיחד הסדרות מכסות את כל הסדרה  → 𝑓′(𝑔(𝑥)). 

𝐷(ℎ)הוכח  תרגיל:) → 𝑓′(𝑔(𝑥))  בעזרת שימוש ב- 𝛿, 𝜖) 
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 דוגמה

(𝐜𝐨𝐬 𝒙)′ = (sin (𝑥 +
𝜋

2
))
′

= (sin (𝑥 +
𝜋

2
))
′

(𝑥 +
𝜋

2
)
′

= cos(𝑥 +
𝜋

2
) ⋅ 1 = − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

 

(𝒕𝒂𝒏 𝒙)′ = (
sin 𝑥

cos 𝑥
)
′

=
cos2 𝑥 − (−sin 𝑥) sin 𝑥

cos2 𝑥
=

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
 

cot)בדומה,  𝑥)′ = −
1

sin2 𝑥
 

 

(𝒙𝜶)′ = (𝑒log(𝑥
𝛼))

′
= (𝑒𝛼⋅log𝑥)

′
=⏞

שרשרת

𝑒𝛼⋅log𝑥 ⋅ (𝑎 ⋅ log 𝑥)′ = 𝑥𝛼 ⋅ 𝛼 ⋅
1

𝑥
= 𝜶𝒙𝜶−𝟏 

𝑥. כאן 𝛼לכל  > 0. 

 

(𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 𝒙)′ =⏞

(𝑓−1(𝑦))
′
=

1
𝑓′(𝑥) 1

sin(𝑦)′
 

=
1

cos 𝑦
=⏞

−
𝜋
2
≤𝑦≔arcsin𝑥≤

𝜋
2
⇒cos𝑦≥0 cos𝑦=√1−sin2 𝑦

1

√1 − sin
2 𝑦⏟  

=𝑥2

=
𝟏

√𝟏 − 𝒙𝟐
 

 

 בדומה, 

(arccos 𝑥)′ = −
1

√1 − 𝑥2
 

(arctan 𝑥)′ =
1

1 + 𝑥2
 

(𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥)′ = −
1

1 + 𝑥2
 

 הוכח!( –)תרגיל 
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, לפי 𝑢′(𝑥), נקבל אותה תוצאה, כפול 𝑥במקום  𝑢(𝑥)בכל הדוגמאות הנזכרות למעלה, אם נכתוב 

 למשל: כלל השרשרת.

(𝑢(𝑥)𝛼)′ = 𝛼𝑢(𝑥)𝛼−1 ⋅ 𝑢′(𝑥) 

 הגדרה

𝑓(1)(𝑥)מוגדרת באינדוקציה:  𝒏נגזרת מסדר  ≔ 𝑓′(𝑥) ,𝑓(𝑛+1)(𝑥) ≔ (𝑓(𝑛)(𝑥))
′

. 

 דוגמה

𝑓(𝑥) = sin 𝑥 

𝑓(1)(𝑥) = 𝑓′(𝑥) = cos 𝑥 

⇒ 𝑓(2)(𝑥) = 𝑓′′(𝑥) = − sin 𝑥 

⇒ 𝑓(3)(𝑥) = −cos 𝑥 

⇒ 𝑓(4)(𝑥) = −(− sin 𝑥) = sin 𝑥 

⇒ sin(𝑛)(𝑥) = {

cos 𝑥 , 𝑛 = 1(𝑚𝑜𝑑 4)
− sin 𝑥 , 𝑛 = 2(𝑚𝑜𝑑 4)
− cos 𝑥 , 𝑛 = 3(𝑚𝑜𝑑 4)
sin 𝑥 , 𝑛 = 0(𝑚𝑜𝑑 4)

 

 

  



 14.1.2016 22הרצאה  נגזרות
 נועם יערינכתב על ידי  

 

4 
 

 משפטים יסודיים לגבי נגזרות

 הגדרה

𝑐: נקודה 𝐴בתחום  𝑓של נקודת מקסימום  ∈ 𝐴   כך ש- 𝑓(𝑐) = max{𝑓(𝑎): 𝑎 ∈ 𝐴}. 

𝑐:  נקודה 𝐴בתחום  𝑓של נקודת מינימום  ∈ 𝐴  כך ש- 𝑓(𝑐) = min{𝑓(𝑎): 𝑎 ∈ 𝐴}. 

 

 : נקודת מינימום או מקסימום.𝐴בתחום  𝑓של  נקודת אקסטרמום

 משפט פרמה

𝑓′(𝑐)קיימת, אז  𝑓′(𝑐)בקטע פתוח. אם  𝑓נקודת אקסטרמום של  𝑐תהי  = 0. 

 

 הוכחה

 הוכחה עבור נקודת מקסימום:

𝑓′(𝑐) .קיימת, ולכן שווה לנגזרות מימין ומשמאל שם 

𝑓′(𝑐) = 𝑓+
′(𝑐) = lim

ℎ→0+

𝑓(𝑐 + ℎ) − 𝑓(𝑐)⏞          
≤0

ℎ≥0
≤ 0 

 נקודת מקסימום( 𝑐)כי 

𝑓′(𝑐) = 𝑓−
′(𝑐) = lim

ℎ→0−

𝑓(𝑐 + ℎ) − 𝑓(𝑐)⏞          
≤0

ℎ≤0
≥ 0 

 הערה

𝑓(𝑥): המשפט אינו נכון עבור קטע סגור = 𝑥  [0,1] -ב. 

𝑓′(𝑥) =  .[0,1] -נקודות אקסטרמום ב  0,1תמיד, אך   1

 משפט רול

,𝑎]-רציפה ב  𝑓תהי  𝑏]  וגזירה ב- (𝑎, 𝑏) אם .𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) אז יש ,𝑎 < 𝑐 < 𝑏  כך ש– 

𝑓′(𝑐) = 0. 
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 הוכחה

𝑓  רציפה בקטע סגור, לכן יש לה מקסימום ומינימום שם. אםmax 𝑓 = min 𝑓 אז 𝑓ואז קבועה ,

𝑓(𝑐) = 𝑎לכל  0 < 𝑐 < 𝑏. 

max𝑓נותר לטפל במקרה  ≠ min 𝑓 כיוון ש .- 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏)  נקודת המקסימום ייתכן שלא

𝑓(𝑎)אז  𝑏או  𝑎)אילו שתיהן הן  𝑏 או 𝑎 שתיהן בקטע 𝑓ונקודת המינימום של  = 𝑓(𝑏)  היה

 .(בסתירה שווה

𝑎תהי אפוא  < 𝑐 < 𝑏 מהמשפט הקודם,  .נקודת אקסטרמום𝑓′(𝑐) = 0 

∎ 

 הערה

lim במשפט זה, מספיק להניח שהגבולות
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) , lim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥)  קיימים ושווים ואז מספיק ש–𝑓 

,𝑎)גזירה בקטע  𝑏) .אילו  וגם הנ"ל מתקיים𝑓 לא הייתה רציפה בקצוות, זו הייתה אי  המקורית

 רציפות סליקה.

 דוגמה

𝑥3למשוואה  + 𝑎>0𝑥 + 𝑏 .יש בדיוק שורש ממשי אחד 

 הוכחה

 ניח שיש לו עוד שורש.הפולינום ממעלה אי זוגית לכן יש לו שורש. נ

 

,𝑥1]בקטע  מרול 𝑥2⏞  
השורשים

] 

𝑥1יש  < 𝑐 < 𝑥2  כך ש- 𝑓′(𝑐) = 0 .𝑓′(𝑥) = 3 ⋅ 𝑥2 + 𝑎>0 > לכך שיש עוד  בסתירה  0

 .שורש


