
 4תרגול  – 2אלגברה מופשטת 

  הגדרה 

R  אם אין לו אידיאלים פרט ל  פשוטיקרא חוגR  ול{ }0.  

  דוגמאות:

הוא הפיך, ולכן האידאל היחיד  0חוג עם חילוק הוא חוג פשוט (כל איבר שונה מ  •

 עצמו). Rשמכיל אותו הוא 

0חוג קומוטטיבי עם יחידה ופשוט הוא שדה. מכיוון שאם  • x R Rx R≠ ∈ → ואז לכל  =

הוא אידיאל מכיוון שהחוג קומוטטיבי, מכיוון שהחוג  Rxאיבר בחוג יש הופכי. (

Rxפשוט  R= 1שהחוג עם יחידה  מכיווןR Rx∈  ז"א קייםy R∈  1כך שRyx = 

1Rxyומהקומוטטיביות נקבל ש  =. 

  תזכורת

)חוג עם חילוק אז  Dאם  )Z D .שדה  

  טענה

)חוג פשוט עם יחידה אז  Rאם  )Z R .שדה  

  הוכחה

)ראינו ש  )Z R  תת חוג קומוטטיבי. יהי( )0 x Z R≠ חוג פשוט נקבל ש  R. מכיוון ש ∋

x Rx xR R= = yאם כך קיים . = R∈   1כך שxy נשאר להוכיח ש והפיך  xלכן , =

( )1x Z R− rעבור  .∋ R∈ מתקיים:

( )1 1 1 1 1 1xr rx x xr x rx r x rx rx x r x Z R− − − − − −= → = → = → = → ∈  

  משפט

Iיהי  R⊲  אז( ) ( )n nM I M R⊲  וכל אידיאל של( )nM R .הוא מהצורה הזו  

  דוגמא

( ) ( )2n nM Mℤ ⊲ ℤ  

ן אי Rאז ל הקווטרניונים, הממשיים, הרציונלים,  הוא חוג עם חילוק, למשל: Rאם 

)אידיאלים ולכן  )nM R  הוא חוג פשוט עם יחידה ולכן( )( )nZ M R  הוא שדה שאיזומורפי ל



( )Z R  לפי משפט המרכז הוא בדיוק המטריצות הסקלריות)xI  כאשר( )x Z R∈ז , וא

  .האיזומורפיזם ברור)

  תרגיל:

)יהי  )nA M R⊆ ,תת חוגI A⊲. האם בהכרח קייםJ R⊲  כך ש( )nI A M J= ∩ ?  

  לדוגמה: לא. פתרון:

A –  מטריצות משולשיות עליונות ב( )nM ℤ .I  מטריצות בA .עם אלכסון שווה לאפס  

Jכך ש  Jאז לא קיים  R⊲  ו( )nI A M J= מכיוון ש  ∩
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ואילו אידיאל של  

( )nM ℤ  (לפי המשפט)מהצורה הוא ( )nM mℤ.  

  תרגיל

)חוג עם חילוק שאינו שדה כך ש  Dיהי  )Z D F D= ≠ )F  שדה) צ"ל שלכל\d D F∈ 

]מתקיים  ]x d D x− =.  

  פתרון

xנוכיח שהאידיאל  d−  מכיל איבר הפיך. יהיe D∈  כך שed de≠ אז .

( ) ( )( )f x e x d x d e x d= − − + − ∈ )בנוסף  − )f x ed de D= − )(זכרו ש  ∋ [x])Z Dx∈   לפי

exהגדרת חוג הפולינומים, ולכן  xe= ,(D  עם חילוק ולכן ל חוג( )f x  יש הופכי. ז"א

[ ]x d D x− =.  

  הערה

aשדה אז לכל  Fשימו לב שאם  F∈ [ ]x a F x− (ניתן להראות שכל האיברים  ≠

  .)1באידאל הם עם דרגה גדולה שווה ל 

R,תנו דוגמה לחוגים   תרגיל: S 'הומ ,: R Sϕ Iואידאל   → R⊲   כך ש( )Iϕ   אינו אידאל

  אל היא אידאל).על אז תמונת איד ϕ(זכרו שאם  Sשל 

R,ניקח   פתרון: S= =ℤ ℚ  ו- idϕ כיוון   ℚואינה אידאל של  ℤהיא  ℤ. אזי תמונת =

,{0}הם  ℚשהאידאלים היחידים של  ℚ.  

  



  חוג מנה

Iחוג,  Rיהי  R⊲  אז על .{ }R a I a RI = +   נגדיר חיבור וכפל באופן הבא:  ∋

• ( )( )a I b I ab I+ + = + 

• ( ) ( ) ( )a I b I a b I+ + + = + + 

)אז  ), ,R
I + אזי קיים איבר  R. אם קיים איבר יחידה בחוג Iהוא חוג, איבר האפס הוא  ⋅

R/יחידה ב  I 1הוא וR I+.   

  הערה

Iאם  R⊲  וa I∈  אז המחלקותI  וa I± Rהן אותו איבר ב  +
I.  

  דוגמאות

1 .3 , 18R I= =ℤ ℤ אז .{ }
0 3 6 9 12 15

18 ,3 18 ,6 18 ,9 18 ,12 18 ,15 18R
I = + + + + +ℤ ℤ ℤ ℤ ℤ ℤ.  

6בתור חבורה חיבורית 
R

I ≅ ℤאה שבתור חוגים . נבנה את לוח הכפל ונרR
I  לא

R, נשים לב שב 6ℤאיזומורפי ל 
I  6אין יחידה ובℤ .יש  

15  12  9  6  3  0  i  

0  0  0  0  0  0  0  

9  0  9  0  9  0  3  

0  0  0  0  0  0  6  

9  0  9  0  9  0  9  

0  0  0  0  0  0  12  

9  0  9  0  9  0  15  

2 .{ } 55 ,1 5 ,2 5 ,3 5 ,4 55 = + + + + ≅ℤ ℤ ℤ ℤ ℤ ℤ ℤ
ℤ

.  

3 .( )( ) ( ) [ ]{ }2 21 1I x f x x f x x= + = + ∈ℝ נסמן ,[ ]R x= ℝ.  

Raנסמן  a I I= + ). מתקיים: ∋ )2 2 2 1 1x I x x I I+ = − + + = − 2, ולכן + 1x = Rב  −
I  באותו

3אופן ניתן לראות ש  4 5, 1, ,...x x x x x= − = =  

}לכן  },R xI α β α β= + ∈ℝ  כי כל חזקהnx 1n 1x, כשמתקיים 1±או  ±xהיא  < x⋅ = −.  



R :ביתתרגיל 
I ≅ ℂ  מגדירים))(f x iα β α β=   ובודקים שמתקיימות תכונות האיזו'). ++

]יהי  .4 ]3R x= ℤ ,2 1I x= R. כמה איברים יש ב +
Iת גם פה ? כמו בדוגמא הקודמ

2 1x = Rב  −
I  ולכן{ }3,R xI α β α β= + ∈ℤ  ז"א שבR

I  איברים. 9יש 

  

  תרגיל

0nxכך ש  n∈ℕהוא נילפוטנט אם קיים  Rבחוג  xאיבר   Nחוג קומוטטיבי ויהי  R. יהי =

  .Rקבוצת האיברים הנילפוטנטים ב 

  .Rאידיאל ב  Nהוכיחו כי  .1

Rהוכיחו כי ב  .2
N .אין איברים נילפוטנטים שונים מאפס 

 לא אידיאל. Nתנו דוגמא לחוג לא קומוטטיבי כך ש  .3

  פתרון

1. N  0שונה מקבוצה ריקה מכיוון ש N∈ יהיו .,a b N∈  ז"א קייםl  0כך שlb וקיים  =

j  0כך שja לפי הבינום של ניוטון (נכון בחוגים קומוטטיביים אך לא בלא . =

)קומוטטיביים):  ) ( )
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kאם  • j≥  0אזka =. 

kאם  • j<  אזl l j k< + 0jואז  − l kb + − =. 

a,צריך להוכיח גם בליעה כאן, אבל זה קל: אם  N b R∈ 0nאזי קיים   ∋ כך ש   <

0na )ולכן   = ) 0n n nab a b= = . 

Rנניח בשלילה שיש איברים נילפוטנטים שונים מאפס ב  .2
N 0. יהי Rx x N N≠ = + ∈ 

kכך שקיים  ∈ℕ  0כך ש
k

x ) . אז= )0
kk kN x x N x N= = = + = kxז"א  + N∈ ולכן ,

kx  נילפוטנט ז"א קייםl∈ℕ  כך ש( ) 0
lkx 0klxולכן  = xז"א  = N∈  מכיוון ש)x 

0xנילפוטנט) ז"א  0xבסתירה להנחה ש  = ≠. 

)יהי  .3 )2R M= ℚ ,12 21
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12 21 0e e= ולכן הם איברים נילפוטנטים,  =

)אבל  )12 21 0 1

1 0

n

I

e e




+ =  
 
 

 )I  כאשרn  זוגי, ל
0 1

1 0

 
 
 

 אי זוגי) nכאשר  

  



)סה"כ קיבלנו ש  )12 21 0
n

e e+   .n∈ℕלכל  ≠

  אינו אידיאל. Nאינו סגור לחיבור ו  Nולכן 

0Rחוג,  Rיהי   הגדרה: R⊆  וג וח-תת- X R⊆  0חוג הנוצר מעל -התתקבוצה. -תתR 

R,0המכילים את  Rחוגים של -הוא חיתוך כל התת Xע"י  X 0 - . מסמנים ב[X]R.   אם

0[ ]R X R=   אזי אומרים שR  נוצר ע"י X  0(מעלR אם .(X  סופית וR  נוצר ע"יX  אז

0, ומסמנים )0R(מעל נוצר סופית  Rומרים ש א 0[a ,..., ]nR R a=   0כאשר{ ,..., }nX a a=.  

דרך אחרת לאפיין חוג הנוצר סופית היא כאוסף כל הביטויים בחוג קומוטטיבי הערה: 

0aהפולינומיאליים ב  ,..., na  0עם מקדמים בR 1, כלומר

1

1

,..., 1
,..., 0

n

n

n

d
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ii

r a a
=

∑ ⋯ .  

  

  דוגמאות: 

x]1יהי  .1 ,..., ]nS R x=   חוג פולינומים מעל חוגR  אזיS   1נוצר סופית ע"י{ ,..., }nx x  כי)

R̂אם  S⊆ 1חוג המכיל את - הוא תת,..., nx x  ואתR  אזי הוא מכיל את כל

 הפולינומים, לפי סגירות לחיבור וכפל בחוג). 

2. S = ℤ  חוג שלו -נוצר סופית מעל כל תתR n= ℤ   [1]כיR = ℤ. 

  

  משפט האיזומורפיזם הראשון

f:יהי  R S→  הומומורפיזם, אזImker
R ff ≅. 

(יותר מדויק לומר שהוא הוא מנה  0Rחוג קומוטטיבי נוצר סופית מעל כל   תרגיל:

0של חוג פולינומים פי למנה, אבל אנחנו נזהה בין שני המושגים) איזומור 1[ ,..., ]nR x x. 

  פתרון:

,...,1, אזי קיימים 0Rחוג נוצר סופית מעל  Sיהי  na a S∈  היוצרים אתS  0מעלR נגדיר .

0 1[ ,..., ]: nR x x Sπ )ע"י  → )i ix aπ 1לכל  = i n≤ ) -, ו≥ )r rπ 0rלכל   = R∈ נרחיב את ;

0לכל  πהגדרת  1[ ,..., ]nR x x  1ע"י 1,..., )) (a( ,. ., )( .n nf xx f aπ (יש לבדוק שזהו הומ', עשו  =

ניתן להצגה כביטוי פולינומיאלי  Sהיא על כיוון שכל איבר ב  πכעת ניתן לראות ש  .זאת)

,...,1 -ב na a :1
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= ∑ )1ואז המקור שלו הוא  ⋯ ,..., )nf x x.  לפי משפט

S/האיזומורפיזם הראשון, נקבל ש  R Kerπ≅ .  



]הכיוון השני של המשפט אינו נכון בניסוח זה. לדוגמא אם ניקח  הערה: ]xℤ  2אזי [ ]xℤ 

]2מנה איזומורפית ל הוא אידאל, וה ]xℤ  2(נגדיר: ][ []x xϕ →ℤ ℤ  2פונק' שמבצעת מודולו 

2לכל המקדמים, זהו הומ' על שהגרעין שלו הוא בדיוק  [ ]xℤ  'זהו אינו חוג  ).1ואז לפי איזו

כל איבר ל, כי ℤ(וגם לא עותק איזומורפי של  ℤן שאינו מכיל את , כיווℤנוצר סופית מעל 

2[ ]a x∈ℤ  2מתקיים 0a =(.   


