
   טופולוגיה– 7פתרון תרגיל בית 

  1שאלה 

  :הוכיחו

 הינה –כל פונקציה ממרחב טופולוגי דיסקרטי לכל מרחב טופולוגי אחר   .א

  .רציפה 

 -כל פונקציה ממרחב טופולוגי כלשהו למרחב הטופולוגי הטריוויאלי    .ב

 .הינה רציפה

)תהי   .ג ) ( )1 2: , ,f X Yτ τ→3נניח כי .  רציפה 2τ τ⊆ 1 וגם 4τ τ⊆ . הוכיחו כי

( ) ( )1 3: , ,f X Yτ τ→ וגם ( ) ( )4 2: , ,f X Yτ τ→רציפות  . 

  פתרון

)תהי   .א ) ( ): , ,discf X Yτ τ→ פונקציה ממרחב טופולוגי דיסקרטי למרחב 

Uולכן , ט דיסקרטי כל קבוצה היא פתוחה"במ. טופולוגי כלשהו Y∀ ⊆ 

)גם , פתוחה )1f U X−  .  רציפהfומהגדרת הרציפות נובע כי .  פתוחה⊇

)תהי   .ב ) ( ): , , trivialf X Yτ τ→ .בטופולוגיה , כזכור. נוכיח שהיא רציפה

. הקבוצה הריקה והמרחב עצמו: הטריוויאלית יש רק שתי קבוצות פתוחות

  . ן עלינו לבדוק רק שתי תמונות הפוכותלכ

( ) ( )1 1,f f Y X− −∅ =∅ .  ואלה הן שתי קבוצות פתוחות במרחב המקור=

 .  רציפהf) לפי ההגדרה(לכן 

)  .ג ) ( )1 2: , ,f X Yτ τ→2לכן לכל .  רציפהU τ∈ מתקיים ( )1

1f U τ− , אבל. ∋

3 2τ τ⊆ , 3ולכן לכלU τ∈ מתקיים ( )1

1f U τ− מהגדרת הרציפות נובע . ∋

) -שְ  ) ( )1 3: , ,f X Yτ τ→רציפה  .  

)אם , כמו כן ) ( )1 2: , ,f X Yτ τ→2לכל ,  רציפהU τ∈יים  מתק( )1

4f U τ− ∈ ,

1 -היות וְ  4τ τ⊆ . לכן( ) ( )4 2: , ,f X Yτ τ→רציפה גם כן . 

 ל"מש

  
  

  2שאלה 

כזכור נאמר שמרחב טופולוגי הוא ממימד אפס אם קיים בסיס לטופולוגיה 

  .המורכב מקבוצות סגוחות

}הוכיחו כי   )א }5 : ,nB a a n= + ∈ ∈ℤ ℤ ℕסיס למרחב המטרי   ב( )5,dℤ 



) 5dאדית- 5 המטריקה ה.(  

)הוכיחו כי   )ב )5,dℤממימד אפס . 

 .אפס ממימד סורגנפריי של שהישר הוכיחו  )ג

  פתרון

}בדקו שלכל   )א }, 0n∈ ∪ℕ 
5
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( , ) 5
5

n

d n
B a a += + ℤ .מכאן 

{ } { }
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1
5 : , ( , ) : , 0
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n

d n
B a a n B a a n

 = + ∈ ∈ = ∈ ∈ ∪ 
 

ℤ ℤ ℕ ℤ ℕ . ברור

}שלכל  }, 0a n∈ ∈ ∪ℤ ℕ 
5

1
( , )
5

d n
B aלכל , כמו כן.  קבוצה פתוחהU 

aפתוחה ולכל  U∈ ,  0קייםε  כך ש <
5
( , )da B a Uε∈  n∈ℕ אזי קיים .⊇

כך ש 
1

5n
ε< . מכאן

5 5

1
( , ) ( , )
5

d dn
a B a B a Uε∈ ⊆  Uלכל , כלומר. ⊇

aפתוחה ולכל  U∈ קיימת קבוצה V B∈  כך שa V U∈ בסך הכל . ⊇

}נסיק ש } { }
5

1
5 : , ( , ) : , 0

5

n

d n
B a a n B a a n

 = + ∈ ∈ = ∈ ∈ ∪ 
 

ℤ ℤ ℕ ℤ ℕ 

)בסיס ל )5,dℤ.  

), כזכור. ל הן סגורות"ל שכל הקבוצות בבסיס הנ"מ  )ב )5,dℤ הוא מרחב 

 מטרי כלומר מרחב שבו מתקיים במקום אי שויון המשולש -האולטר

}: תכונה חזקה יותר }( , ) max ( , ), ( , )d x z d x y d y z≤. 

 קבוצה  מטרי כל כדור פתוח הוא-הבמרחב אולטר: נוכיח טענה כללית
  .סגוחה

)יהי : הוכחה ),X dמ"  מ ., 0x X ε∈ )נוכיח ש . < , )B x εקבוצה סגוחה .  

( , )B x εכל כדור פתוח הוא קבוצה מ" קבוצה פתוחה שכן ראיתם שבכל מ 

  .פתוחה
)נוכיח ש  , )B x ε הכמובן בהנחה שמדובר במרחב אולטר( גם קבוצה סגורה-

  ).מטרי

}נניח  } ( , )nx B x ε⊆ וכן nx y→ ונראה ( , )y B x ε∈.  

nx y→0יים  ולכן קn 0 כך שלכלn n≥ ( , )nd x y ε< ובפרט 
0

( , )nd x y ε<.  

{ } ( , )nx B x ε⊆ ולכן 
0

( , )nd x x ε< . מתקיים

{ }
0 0

( , ) max ( , ), ( , )n nd x y d x x d x y ε≤ ) ומכאן > , )y B x ε∈ והוכחנו שהקבוצה 

( , )B x εכ סגוחה" גם סגורה ובסה.  

  

)מכיון ש )5,dℤמטרי  נסיק באמצעות הטענה כללית - ה הוא מרחב אולטר 

)ל סגוחות ומכאן "שהקבוצות בבסיס הנ' שהוכחנו וכן סעיף א )5,dℤ ממימד 

  .אפס



] של הישר של סורגנפריי כל הקבוצות מהצורה מההגדרה  )ג ),a b מהוות 

הוכחתם בעבר שאכן איחודים של קבוצות מהצורה (בסיס לטופולוגיה 

aל שלכל  "מ). ל יוצרים טופולוגיה"הנ b< [ ),a bזה נובע מכך ש .  סגורה

[ ) ( ) [ ) [ ) [ ), , , , ,
C

c a b d

a b a b c a b d
< <

= −∞ ∪ ∞ = ∪∪ ] ולכן ∪ ), C
a bפתוחה ו - [ ),a b 

 .סגורה

  

  3שאלה 

  : הוכיחו שהתנאים הבאים שקולים. ט" מXיהי 

  .4Tמרחב  X) א

F סגורה קבוצה ולכל 1Tמרחב  X) ב X⊆ , ולכלU X⊆  פתוחה כך שF U⊆ 

)פתוחה כך ש  Vקיימת  )F V cl V U⊆ ⊆ ⊆.  

  פתרון

  .ב⇐נוכיח רק  א

Fתהי . 1T אז הוא בפרט 4Tמרחב  Xמההגדרה אם   X⊆ סגורה ותהי U X⊆ 

Fפתוחה כך ש  U⊆ .אזי ,, CF U סגורות וזרות ומכיון שX  4מרחבT קיימות 

,V O  פתוחות וזרות כך ש, CF V U O⊆ CO, לכן .⊇ U⊆ ובנוסף CV O⊆ ) י כ

V O∩ CF, מכאן). ∅= V O U⊆ ⊆ ⊆ . CO  סגורה ו - CV O⊆ ולכן 

( ) CV cl V O⊆ )כ נקבל "בסה. ⊇ )F V cl V U⊆ ⊆   . כדרוש⊇

  

  4שאלה 

)יהי ) א ),X τהוכיחו כי .ט סופי" מ ( ),X τ 1 הוא מרחבT 2 מרחב הוא ם"אםT. 

X,יהיו ) ב Yט כך ש"מ Yקיימת אם.  האוסדורף :f X Y→אזי ,ע"וחח  רציפה   

Xהאוסדורף .  

x לכל אם ורק אם האוסדורף הוא טופולוגי שמרחב הראו) ג X∈ של החיתוך 

}הנקודון   הואxהסגורות של הסביבות  כל }x.  

  פתרון

 1T סופי והוא  Xנראה שאם . ל גרירה בכיוון אחד" לכן מ1Tגורר תמיד   2T )א

}ההפרדה הדרושה היא : הסבר. 2Tאז הוא דיסקרטי ובפרט  } { }x y∩  או ∅=



נוכיח שאכן . 2T המרחב דיסקרטי אז הוא מטריזבילי ובפרט בדרך אחרת אם

המרחב ). ?למה(  היא סגורה Xל שכל תת קבוצה של "מ. המרחב דיסקרטי

וצה  ולכן כל נקודון סגור ודרך איחודים סופיים ניתן להסיק שכל תת קב1Tהוא 

  . סופי כל תת קבוצה הינה סופית ולכן סגורהXמכיון ש. סופית היא סגורה

1יהיו ) ב 2x x X≠ ∈ .f  1ע ומכאן "חח 2( ) ( )f x f x Y≠ ∈ .Y האוסדורף ולכן 

U,קיימות  V  1סביבות זרות של 2( ), ( )f x f xבהתאמה  .f רציפה ולכן 

( )1 1
( ),f U f V− 1 סביבות של − 2,x xוהן זרות שכן  

( )1 1 1 1
( ) ( ) ( )f U f V f U V f− − − −∩ = ∩ = ∅ =∅ . 

xנניח שהמרחב האוסדורף ונניח בשלילה שקיים ) ג  X∈  , כך שחיתוך כל

x .x השונה מyמכיל איבר ,  xהסביבות הסגורות של  y≠ לכן מתכונת 

U,האוסדורף קיימות  V   וזרות כך ש  פתוחות,x U y V∈ U כעת .∋ V∩ =∅ .

CUמכאן  V⊆.  נקבל ש CV סביבה סגורה  של x)   כי  היא מכילה אתU 

Cyומצד שני ) xשהיא  סביבה סגורה של  V∉ . בסתירה לכך שy שייכת 

 .xלחיתוך כל הסביבות הסגורות  של 

xיהיו . נוכיח האוסדורף: בכיוון ההפוך y X≠ xמכיון שלכל . ∋ X∈ חיתוך כל 

} הוא בדיוק xהסביבות הסגורות של  }x  , נקבל שקיימת  סביבה סגורהF  של

x כך ש  y F∉  . CF  פתוחה ומתקייםy F∈ .כעת ,, CF F  זרות והן סביבות של

,x yבהתאמה ומצאנו את ההפרדה הדרושה  . 

  

  5שאלה 

 ובתת קבוצה שלו ℝ -נתבונן ב
1
:S n
n

 = ∈ 
 

ℕ .נאמר ש-C ⊆ ℝ היא 

Cקבוצה סגורה אם  A T=  ℝ היא תת קבוצה סגורה של A:  כאשר∪

 חתםהוכ. S היא תת קבוצה כלשהי של T-ו, בטופולוגיה האוקלידית

 את נסמן .ℝמים של הקבוצות הסגורות הללו יוצרים טופולוגיה על שהמשלי

  .τ - ב הזו הטופולוגיה

Oהראו ש ) א τ∈  אם ורק אםO B T= ל  תת קבוצה פתוחה שBכאשר    ∩

ℝ והאוקלידית בטופולוגיה  - 
CS T⊆.  



O  שאם הראו) ב τ∈ כך ש S O⊆ אזO האוקלידית בטופולוגיה פתוחה.  

U,קיימות   שלא הוכיחו) ג V τ∈  זרות כך ש, 0S U V⊆ הסיקו ש    .∋

( ) 3, Tτ ∉ℝ.  

  פתרון

  

O ) א τ∈ אם ורק אם CO   סגורה אם ורק אם
CO A F=  היא תת A: כאשר ∪

 היא תת קבוצה כלשהי של F-ו, בטופולוגיה האוקלידית ℝקבוצה סגורה של 

S.   זה מתקיים אם ורק אם
C CO A F= נציב . ל" כנF - וAעבור  ∩

: , :C CB A T F=  - פתוחה באוקלידית וBקל לראות ש  =
CS T⊆.  

O' י א"עפ) ב B T=  בטופולוגיה ℝ תת קבוצה פתוחה של Bכאשר    ∩

 -  והאוקלידית
CS T⊆ .  מהנתוןS O⊆ וכמו כן O T⊆ ולכן S T⊆ .מכאן ,

CX S S T= ∪ Xלכן ⊇ T=ו  - O B T B= ∩   . מכאן נקבל הדרוש.=

U,שקיימות  נניח בשלילה ) ג V τ∈  זרות כך ש, 0S U V⊆  פתוחה U'  י ב"עפ   .∋

V' י א"עפ .האוקלידית בטופולוגיה B T=  - פתוחה באוקלידית וBכאשר   ∩

CS T⊆ .0, כעת B∈  שפתוחה באוקלידית ובטופולוגיה האוקלידית מתקיים

1
0n

n

→∞→ .ש , מכאן נובעS B∩ ≠ Uולכן גם  ∅ B∩ ≠ U, כעת. ∅ B∩ ≠ ∅ 

0Uופתוחה באוקלידית לכן בהכרח  B∩ >ℵ.  

0Sמכיוון ש  =ℵ נסיק ש CU B S∩ ∩ מתקיים . ∅≠

CU B S U B T U V∅ ≠ ∩ ∩ ⊆ ∩ ∩ = U,בסתירה לכך ש ∩ Vזרות .  

)על מנת להסיק  ש   ) 3, Tτ ∉ℝ שימו לב ש S S=∅∪   סגורה ב( ),τℝ.   

  6שאלה 

f: תהי  )א X Y→יהיוט " בין מ פונקציה B בסיס ל-Y .הוכיחו ש f רציפה 

) אם ורק אם )1f U−פתוחה ב X  לכלU B∈.  

  



A, ט" מXיהי ) ב X⊆ ו-B בנקודה בסיס x X∈ .הוכיחו ש  ( )x cl A∈  אם

Uלכל  ורק אם B∈ מתקיים U A ≠ ∅∩.  

  

  פתרון

) אזי מתקיים  רציפהfאם ) א )1f U−פתוחה ב X  לכלUפתוחה ב Y   ובפרט

Uלכל  B∈ . בכיוון השני נניח ש( )1f U−פתוחה ב X  לכלU B∈ .תהי , כעת

Oפתוחה ב Y    ונראה ש( )1f O− פתוחה בX .B בסיס ל-Y   ולכן קיים

I B⊆ כך ש
U I

O U
∈

), כעת. ∪= ) ( )1 1 1

U I U I

f O f U f U− − −

∈ ∈

 
= = 

 
∪ כל , כעת. ∪

)אחת מהקבוצות המשתתפות באיחוד  )1

U I

f U−

∈
י ההנחה ולכן " היא פתוחה עפ∪

  . רציפהf, מכאן. ט ולכן איחוד של פתוחות פתוח" מYגם האיחוד פתוח שכן 

)נניח ש ) ב )x cl A∈ אזי לכל סביבה U של x  מתקייםU A ≠   , כעת.∩∅

B בנקודה בסיס x כל  ומכאןU B∈ היא סביבה של x .לכל , לכןU B∈ 

Uמתקיים  A ≠ ∅∩.   

Uלכל נניח ש - בכיוון ההפוך B∈ מתקיים U A ≠  על מנת להראות .∩∅

)ש )x cl A∈ סביבה  עלינו להוכיח שלכלV של x   מתקייםV A ≠ ∅∩.  

Uמהגדרת בסיס מקומי נקבל שקיימת . x סביבה של Vתהי  B∈ כך ש 

x U V∈ Uחה נקבל ש מההנ. ⊇ A ≠ Uנקבל ש . ∩∅ A V A∅ ≠ ⊆∩ ∩ 

  .כדרוש

  

  

  

 


