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 הגדרה

𝑓 פונקציה רציפה בקטע [𝑎, 𝑏] :אם 

,𝑎)רציפה בכל נקודה בקטע  𝑓א.  𝑏). 

 .𝑏ומשמאל בנקודה  𝑎רציפה מימין בנקודה  𝑓ב. 

 

 

 הערה

𝑓  רציפה בקטע[𝑎, 𝑏] ⇔  הפונקציה מצומצמת𝑓|[𝑎,𝑏]   מוגדרת ורציפה בכל נקודה בקטע[𝑎, 𝑏]. 

 

 משפט ערך הביניים

,𝑎]פונקציה רציפה בקטע  𝑓אם  𝑏] ו ,- 𝑓(𝑎) < 𝑑 < 𝑓(𝑏) אזי קיים ,𝑎 < 𝑐1 < 𝑏  כך ש- 

𝑓(𝑐1) = 𝑑. 
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 הוכחה

𝐴תהי  ≔ {𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]: 𝑓(𝑥) ≤ 𝑑}, 

𝐴 ≠ 𝜙 ,𝑎 ∈ 𝐴. 

𝐴  חסומה מלעיל: ע"י𝑏. 

𝑐ניקח  ≔ sup 𝐴. 

𝒂 < 𝒄: 

lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) < 𝑑  לכן יש𝑎 < 𝑥  כך ש– 𝑓(𝑥) < 𝑑  למשל: ניקח(𝑎𝑛 ↘ 𝑎 . 

𝑓(𝑎𝑛 → 𝑓(𝑎) < 𝑑 ⇐  לכן לבסוף𝑓(𝑎𝑛 < 𝑑 לכן )𝑎 < 𝑥 ∈ 𝐴 ⇐ 𝑎 < 𝑥 ≤ sup 𝐴 = 𝑐 

𝒄 < 𝒃: 

𝑐אחרת,   = 𝑏. 

lim
𝑥→𝑏−

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑏) > 𝑑  

𝑐 = sup 𝐴  לכן יש𝑐 ← 𝑎𝑛 ∈ 𝐴  ולכן𝑓(𝑎𝑛) → 𝑓(𝑐)=𝑓(𝑏)>𝑑,  ולבסוף𝑑 < 𝑓(𝑎𝑛) ∈ 𝐴 

𝑠)הערה: אם  בסתירה. ≔ sup 𝐴  קיים, יש סדרה𝑠 ← 𝑎𝑛 ∈ 𝐴 אם .𝑠 ∈ 𝐴  ניקח𝑎𝑛 = 𝑠  לכל𝑛. 

𝑠אם  ∉ 𝐴 אפשר למצוא אפילו סדרה עולה ממש ,,𝑎𝑛 → 𝑠 ) .)ראינו( 

𝒇(𝒄) = 𝒅: 

𝑓(𝑐) -נניח ש  < 𝑑 .  ניקח סדרה[𝑎, 𝑏] ∋ 𝑥𝑛 ↘ 𝑐. (𝑐 < 𝑥𝑛).סדרה יורדת , 

𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑐) < 𝑑לכן לבסוף , 𝑓(𝑥𝑛) < 𝑑 ⇐ sup 𝐴 = 𝑐 < 𝑥𝑛 ∈ 𝐴 .נניח  בסתירה𝑑 <

𝑓(𝑐) ניקח סדרה .𝐴 ∋ 𝑥𝑛 → 𝑐 ,𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑐) > 𝑑  לכן לבסוף𝑑 < 𝑓(𝑥𝑛⏟
∈𝐴

 בסתירה. (

∎ 

 

 הערה

𝑓(𝑏)הביניים נכון גם כאשר משפט ערך  < 𝑑 < 𝑓(𝑎) נפעיל את המשפט הקודם על הפונקציה :

−𝑓: 

−𝑓; −𝑓(𝑎) < −𝑑 < −𝑓(𝑏)  רציפה בקטע[𝑎, 𝑏] לכן יש נקודה ,𝑎 < 𝑐 < 𝑏  כך ש- −𝑓(𝑐) =

−𝑑  ולכן𝑓(𝑐) = 𝑑. 

 מסקנה

.𝑎]רציפה בקטע  𝑓אם  𝑏]  ,ומחליפה סימן שם )כלומר𝑓(𝑎) < 0 < 𝑓(𝑏) או 

 𝑓(𝑎) > 0 > 𝑓(𝑏) אז )𝑓  בנקודה כלשהי בקטע. 0מקבלת את הערך 

 מסקנה

 .לכל פולינום ממעלה אי זוגית יש שורש )ממשי(
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 הוכחה

𝑓(𝑥)מספיק לבדוק פולינומים מתוקנים. יהי  = 𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 ,𝑛 .אי זוגי 

𝑓(𝑥) = 𝑥→∞
𝑛 (1 +

𝑎𝑛−1

𝑥 →0
+ ⋯ +

𝑎1

𝑥𝑛−1
→0

+
𝑎0

𝑥𝑛
→0

)
𝑥→∞

 

0 -כך ש  𝑏בפרט, יש  < 𝑓(𝑏) ,בדומה .lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) =𝑛 אי זוגי− ∞ 

𝑎)ואם רוצים,   𝑎ולכן יש  > 𝑏)  כך שמתקיים𝑓(𝑎) < 0. 

𝑓  רציף ב- ℝ ובפרט בקטע   [𝑎, 𝑏] ממשפט ערך הביניים, יש .𝑎 < 𝑐 < 𝑏 כך ש- 𝑓(𝑐) = 0. 

 למה )ויירשטרס(

,𝑎] פונקציה רציפה בקטע סגור 𝑏] באותו קטע סגור , חסומה[𝑎, 𝑏]. 

 הוכחה

,𝑎]רציפה בקטע  𝑓תהי  𝑏] נניח ש .– 𝑓  אינה חסומה מלעיל )המקרה שאינה חסומה מלרע– 

𝑥𝑛, יש 𝑛דומה(. לכל  ∈ [𝑎, 𝑏]  כך ש- 𝑛 < 𝑓(𝑥𝑛) .𝑎 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝑏  סדרה חסומה, לכן יש לה תת

 מתכנסת.  𝑐𝑛סדרה

𝑎 ≤ 𝑐𝑛→𝑐
≤ 𝑏 ⇐ 𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑏 

∞ ← 𝑛 < 𝑓(𝑥𝑛) לכן ,𝑓(𝑥𝑛) → ∞ת"ס(   𝑐𝑛. לכן )∞ > 𝑓(𝑐) ←⏟
𝑐𝑛→𝑐, 𝑐𝑛,𝑐∈[𝑎,𝑏]

𝑓(𝑐𝑛) → ∞ 

 ∎בסתירה. 

 הגדרה

,𝒂]בקטע  𝒇 מקסימום של פונקציה 𝒃]  היא נקודה𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏]  כך ש- 

 𝑓(𝑐) = max {𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]} ,מינימום של פונקציה . בדומה𝒇  בקטע[𝒂, 𝒃]  היא נקודה

𝑑 ∈ [𝑎, 𝑏]  כך ש- 𝑓(𝑑) = min{𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]}. 

 

  משפט )ויירשטרס(

 פונקציה רציפה בקטע סגור מקבלת מקסימום ומינימום שם. 
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 הוכחה

𝜙הקבוצה  ≠ 𝐴 ≔ {𝑓(𝑥): 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏}  וחסומה מהלמה. לכן יש𝑠 ≔ sup 𝐴. 

𝐴ניקח סדרה  ∋ 𝑓(𝑥𝑛) → 𝑠. 

𝑎 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝑏  חסומה לכן יש ל- 𝑥𝑛  תת סדרה מתכנסת𝑎 ≤ 𝑐𝑛→𝑐
≤ 𝑏 ⇐ 

𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑏. 

𝑓(𝑐) = 𝑠 :𝑓(𝑥𝑛) → 𝑠 ,𝑐𝑛  תת סדרה של𝑥𝑛 לכן ,𝑓(𝑐) ←⏞
רציפות

𝑓(𝑐𝑛) → 𝑠 ,לכן .𝑠 = 𝑓(𝑐) ∈ 𝐴 

𝑓(𝑐)ולכן  = max 𝐴. 

 דומה. – 𝐴 –קיום מינימום ב 

∎ 
 מסקנה

,𝑎]פונקציה רציפה בקטע  𝑓תהי  𝑏] אזי 

 {𝑓(𝑥):𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} = [min 𝑓(𝑥)
𝑥∈[𝑎,𝑏]

, max 𝑓(𝑥)
𝑥∈[𝑎,𝑏]

 קטע סגור. [

 הוכחה

 מויירשטרס. ⊇

 מקסימלי. 𝑓(𝑐2)נקודה שבה  𝑐2מינימלי,  𝑓(𝑐1)נקודה שבה  𝑐1תהי  ⊆

𝑓(𝑐1)אם  < 𝑓(𝑐2)  אז לכל𝑓(𝑐1) < 𝑑 < 𝑓(𝑐2) כיוון ש ,– 𝑓 בקטע  רציפה[𝑐1, 𝑐2]  או(

[𝑐2, 𝑐1] ממע"ב יש )𝑥  בקטע כך ש- 𝑓(𝑥) = 𝑑  אם𝑓(𝑐1) = 𝑓(𝑐2). ום( אז )המינימום = מקסימ
 ת.ידהפונקציה קבועה והטענה מי

∎ 
 

 

 

 הערה
 הטענות שהוכחנו אינן נכונות באופן כללי עבור פונקציות רציפות בקטע פתוח.

𝑓(𝑥) לדוגמה, = tan 𝑥 

 

−) -רציפה ב 
𝜋

2
,

𝜋

2
 , לא חסומה, אין מקסימום, אין מינימום.(

. למרות (0,1)מינימום בקטע הפתוח ה. אין מקסימום ו(0,1)בקטע  𝑓(𝑥)עוד דוגמה, 

 שהפונקציה חסומה שם.

 

  



 03.01.2016 19הרצאה  רציפות פונקציות
 נועם יערינכתב על ידי  

 

5 
 

 רציפות במידה שווה

 הגדרה

𝒇  רציפה במידה שווה בתחום𝑨 ⊆ 𝑑𝑜𝑚 𝑓  אם: לכל𝜖 > 𝛿יש  0 >  -כך ש  0

|𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| < 𝜖  לכל𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴  כך ש- |𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿. 

 דוגמה

𝑓(𝑥) = |𝑥|  

 

 :ℝ -ב  ידה שווהרציפה במ

|𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| = | |𝑥1| − |𝑥2|| אי שוויון המשולש≥ |𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿 

𝛿ניקח  ≔ 𝜖 ואז ,|𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| ≤ 𝛿 = 𝜖  כאשר|𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿. 

 

𝑓(𝑥)דוגמה:  =
1

𝑥
 .(0,1)רציפה, אך לא במ"ש, בקטע  

 


