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 ראשוןמסדר פתירות משפחות נוספות של משוואות 

 משוואה הומוגנית. .1
 משוואת ברנולי. .2
 משוואת ריקטי )למצוא פתרון כללי באמצעות פתרון יחיד נתון(. .3
 משוואת קלרו. .4

 (𝟎משוואה הומוגנית )מסדר 

     𝑦′ = 𝑓 (
𝑦

𝑥
)      

 המשוואה פתירה דרך ההצבה:

𝑧 ≔
𝑦

𝑥
 

⇓ 

𝑧′ =
𝑦′(𝑥) ⋅ 𝑥 − 𝑦(𝑥)

𝑥2
 

⇓ 

𝑧′ =
𝑦′(𝑥) −

𝑦(𝑥)
𝑥

𝑥
 

⇓ 

𝑧′ =
𝑓(𝑧) − 𝑧

𝑥
 

⇓ 

𝑑𝑧

𝑓(𝑧) − 𝑧
=

𝑑𝑥

𝑥
 

 וקיבלנו משוואה ניתנת להפרדה.

 דוגמה

𝑥 ⋅ 𝑦′ = 𝑥 + 𝑦 

⇓ 

𝑦′ = 1 +
𝑦

𝑥
 

𝑦′ = 𝑓 (
𝑦

𝑥
) 
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𝑧 ≔
𝑦

𝑥
 

𝑓(𝑧) = 1 + 𝑧 

⇓ 

𝑧′ =
𝑓(𝑧) − 𝑧

𝑥
 

⇓ 

𝑧′ =
1

𝑥
 

 נבצע אינטגרציה:

∫ 𝑧′ 𝑑𝑥 = ∫
𝑑𝑥

𝑥
 

⇓ 

𝑧 = log|𝑥| + 𝑐 

𝑦(𝑥) = 𝑥 ⋅ 𝑧(𝑥) 

⇓ 

𝑦(𝑥) = 𝑥 ⋅ log|𝑥| + 𝑐 ⋅ 𝑥 

∎ 

 הערה

 ניתן לפתור כל משוואה מהצורה:

     𝑦′ = 𝑓 (
𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑏 ⋅ 𝑦 + 𝑐

𝐴 ⋅ 𝑥 + 𝐵 ⋅ 𝑦 + 𝐶
)      

 הוכחה

 משוואה מהצורה:תחילה, עבור 

𝑦′ = 𝑓(𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑏 ⋅ 𝑦) 

 נציב:

𝑧 ≔ 𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑏 ⋅ 𝑦 

⇓ 

𝑧′ = 𝑎 + 𝑏 ⋅ 𝑦′ 

⇓ 

𝑧′ = 𝑎 + 𝑏 ⋅ 𝑓(𝑧) 
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 משוואה ניתנת להפרדה. וקיבלנו

 כעת, עבור משוואה מהצורה:

𝑦′ = 𝑓 (
𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑏 ⋅ 𝑦 + 𝑐

𝐴 ⋅ 𝑥 + 𝐵 ⋅ 𝑥 + 𝐶
) 

 נציב:

𝑥̃ ≔ 𝑥 + 𝛼 

𝑦̃ ≔ 𝑦 + 𝛽 

⇓ 

𝑦̃′ = 𝑓 (
𝑦̃

𝑥̃
),                           |

𝑎 𝑏
𝐴 𝐵

| ≠ 0 

𝑦̃′ = 𝑓(𝑢 ⋅ 𝑥̃ + 𝑣 ⋅ 𝑦̃), |
𝑎 𝑏
𝐴 𝐵

| = 0 

∎ 

 דוגמה

𝑦′ = 𝑓 (
2 ⋅ 𝑥 + 4 ⋅ 𝑦 + 8

𝑥 + 2 ⋅ 𝑦 − 3
) 

 מתקיים:

𝑦′ = 𝑓 (
2 ⋅ 𝑥 + 4 ⋅ 𝑦 + 8

𝑥 + 2 ⋅ 𝑦 − 3
) 

⇓ 

𝑦′ = 𝑓 (
2 ⋅ (𝑥 + 2 ⋅ 𝑦) + 8

(𝑥 + 2 ⋅ 𝑦) − 3
) 

⇓ 

𝑦′ = 𝑔(𝑥 + 2 ⋅ 𝑦) 

 וקיבלנו משוואה הומוגנית.

∎ 

 דוגמה

𝑦′ = 𝑓 (
2 ⋅ 𝑥 + 3 ⋅ 𝑦 + 4

𝑥 + 𝑦 + 2
) 

 נרצה לקבל:
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𝑦′ = 𝑔 (
𝑢 ⋅ 𝑥̃ + 𝑣 ⋅ 𝑦̃

𝑈 ⋅ 𝑥̃ + 𝑉 ⋅ 𝑦̃
) 

⇓ 

𝑦′ = 𝑔 (
𝑢 + 𝑣 ⋅

𝑦̃
𝑥̃

𝑈 + 𝑉 ⋅
𝑦̃
𝑥̃

) 

⇓ 

𝑦′ = ℎ (
𝑦̃

𝑥̃
) 

 וקיבלנו משוואה הומוגנית.

 :נרצה כלומר,

𝑥 = 𝑥̃ − 𝛼
. . .
𝑦 = 𝑦̃ − 𝛽

 

,𝛼למצוא את כדי  𝛽 נפתור מערכת משוואות: 

(1) ∶ −2𝛼 − 3𝛽 = −4
. . . .

(2) ∶ −𝛼 − 𝛽 = −2
 

,𝛼התלות הלינארית של המקדמים מניבה פתרון יחיד עבור אי  𝛽. 

 :אןכ

𝛼 = 2
. . .
𝛽 = 0

 

∎ 

 (𝑩𝒆𝒓𝒏𝒐𝒖𝒍𝒍𝒊) משוואת ברנולי

     𝑦′ = 𝑎(𝑥) ⋅ 𝑦 + 𝑏(𝑥) ⋅ 𝑦𝑘+1 , 𝑘 ∈ ℤ     

 :𝑦𝑘+1 -נחלק ב 

𝑦′

𝑦𝑘+1
= 𝑎(𝑥) ⋅ 𝑦−𝑘 + 𝑏(𝑥) 

 נציב: 

𝑧 ≔ 𝑦−𝑘 
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⇓ 

𝑧′ = −𝑘 ⋅ 𝑦−𝑘−1 ⋅ 𝑦′ 

  לכן, המשוואה המקורית שקולה למשוואה:

−
1

𝑘
⋅ 𝑧′ = 𝑎(𝑥) ⋅ 𝑧 + 𝑏(𝑥) 

 וקיבלנו משוואה לינארית מסדר ראשון.

 דוגמה

 תנועה עם חיכוך ללא כוח נוסף:משוואה המתארת 

𝑣′(𝑡) = −𝑏 ⋅ 𝑣(𝑡) + 𝜈 ⋅ 𝑣3(𝑡) , 𝑏, 𝜈 ∈ ℝ 

 (𝑹𝒊𝒄𝒄𝒂𝒕𝒊)משוואת ריקטי 

     𝑦′ = 𝑎(𝑥) ⋅ 𝑦2 + 𝑏(𝑥) ⋅ 𝑦 + 𝑐(𝑥)      

 .𝑦0(𝑥) למשוואה נתון פתרון אחד

𝑦0
′ = 𝑎(𝑥) ⋅ 𝑦0

2 + 𝑏(𝑥) ⋅ 𝑦0 + 𝑐(𝑥)
.

𝑦′ = 𝑎(𝑥) ⋅ 𝑦2 + 𝑏(𝑥) ⋅ 𝑦 + 𝑐(𝑥)
 

⇓ 

(𝑦0 − 𝑦)′ = 𝑎(𝑥) ⋅ (𝑦0
2 − 𝑦2) + 𝑏(𝑥) ⋅ (𝑦0 − 𝑦) 

⇓ 

(𝑦0 − 𝑦)′ = 𝑎(𝑥) ⋅ (𝑦0 + 𝑦) ⋅ (𝑦0 − 𝑦) + 𝑏(𝑥) ⋅ (𝑦0 − 𝑦) 

 :נציב

𝑦 ≔ 𝑦0 +
1

𝑧
 

𝑦0הצבה זו נותנת משוואת ברנולי עבור  − 𝑦 (:תרגיל .)!בדוק  

∎ 

 הערה

𝑎(𝑥)אם  =  משוואה לינארית.משוואת ריקטי היא  0

𝑐(𝑥)אם  =  משוואת ברנולי.משוואת ריקטי היא  0

∎ 


