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 תזכורת

 מרחבי מכפלה פנימית.  𝑉,𝑊יהיו 

:𝑇 תהי 𝑉 → 𝑊  העתקה לינארית, ו- 𝑇∗:𝑊 → 𝑉  ההעתקה הצמודה ל- 𝑇. 

 .𝑊 אורתונורמלי עבורבסיס  𝐵̃ -ו  𝑉 אורתונורמלי עבורבסיס  𝐵יהי 

,𝐵ביחס לבסיסים  𝑇המטריצה המייצגת של  𝐴תהי  𝐵̃ ו ,– 𝐴′  המטריצה המייצגת של𝑇∗  ביחס

,𝐵̃לבסיסים  𝐵. 

′𝐴מתקיים: אזי  = 𝐴∗ כש ,-  𝐴∗ = 𝐴𝑡̅̅ ̅. 

 

 ∗𝑻 ההעתקה הצמודה תכונות של

1. (𝑇 + 𝑆)∗ = 𝑇∗ + 𝑆∗ 

2. (𝛼𝑇)∗ = 𝛼̅𝑇∗ 

3. (𝑇∗)∗ = 𝑇 

4. (𝑇 ⋅ 𝑆)∗ = 𝑆∗ ⋅ 𝑇∗ 

 הוכחה

′𝐴 -נבחר בסיסים אורתונורמליים ונשתמש בעובדה ש  = 𝐴∗.  1נתרגם את − ללשון של  4

 לבדוק!( –תרגיל ) מטריצות.
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 אופרטורים מיוחדים במרחבי מכפלה פנימית

:𝑇ם ירטורים לינארינתבונן באופ 𝑉 → 𝑉  כאשר𝑉  אורתונורמלימרחב מכפלה פנימי. נבחר בסיס 

𝐵  של𝑉 ונתבונן במטריצה המייצגת ,𝐴 = [𝑇]𝐵. 

 הגדרה

:𝑇יהי אופרטור  𝑉 → 𝑉. 

𝑻 אם ופרטור נורמלי א𝑇 ⋅ 𝑇∗ = 𝑇∗ ⋅ 𝑇 , 

𝑻  אם אופרטור אוניטרי𝑇 ⋅ 𝑇∗ = 𝑇∗ ⋅ 𝑇 = 𝐼  מעל(ℝ  אופרטור אורתוגונלינקרא גם) 

𝑻  אם צמוד לעצמו אופרטור𝑇∗ = 𝑇  מעל(ℝ  סימטריאופרטור נקרא גם) 

 

 הגדרה

 .𝐴תהי מטריצה 

𝑨  אם מטריצה נורמלית𝐴 ⋅ 𝐴∗ = 𝐴∗ ⋅ 𝐴 , 

𝑨  אם מטריצה אוניטרית𝐴 ⋅ 𝐴∗ = 𝐴∗ ⋅ 𝐴 = 𝐼  מעל(ℝ  מטריצה אורתוגונליתנקראת גם) 

𝑨  אם  מטריצה הרמטיתאו  צמודה לעצמהמטריצה𝐴∗ = 𝐴  מעל(ℝ  מטריצה נקרא גם

 (סימטרית

 

 משפט

𝑇 נורמלי ⟺ 𝐴 .נורמלית  

𝑇  אוניטרי⟺ 𝐴 .אוניטרית 

𝑇  צמוד לעצמו⟺ 𝐴 .הרמטית 

 הוכחה

′𝐴 מידית מהתכונה = 𝐴∗. 

 תכונות של אופרטורים נורמליים

 משפט

:𝑇אם  𝑉 → 𝑉  אופרטור נורמלי, אזי לכל𝑣 ∈ 𝑉  מתקיים||𝑇(𝑣)|| = ||𝑇∗(𝑣)|| להפך, אם לכל .

𝑣 ∈ 𝑉  מתקיים||𝑇(𝑣)|| = ||𝑇∗(𝑣)||  אזי𝑇 .נורמלי 

 הוכחה

 נורמלי.  𝑇 –נניח ש 

||𝑇(𝑣)||
2
= < 𝑇(𝑣), 𝑇(𝑣) > = < 𝑣, 𝑇∗(𝑇(𝑣)) > 
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||𝑇∗(𝑣)||
2
= < 𝑇∗(𝑣), 𝑇∗(𝑣) > = < 𝑣, (𝑇∗)∗(𝑇∗(𝑣)) > = < 𝑣, 𝑇(𝑇∗(𝑣)) > 

𝑇  נורמלי לכן𝑇(𝑇∗(𝑣)) = 𝑇∗(𝑇(𝑣)) :לכן ,||𝑇(𝑣)|| = ||𝑇∗(𝑣)||. 

 

||𝑇(𝑣)|| –נניח ש  = ||𝑇∗(𝑣)||  לכל𝑣 ∈ 𝑉 :נוכיח .< 𝑇(𝑣), 𝑇(𝑤) > = < 𝑇∗(𝑣), 𝑇∗(𝑤) > 

𝑣,𝑤לכל זוגות  ∈ 𝑉. 

 הפולרית.ניעזר בזהות 

>: תזכורת) 𝑣,𝑤 > =
1

2
(||𝑣 + 𝑤||

2
− ||𝑣||

2
− ||𝑤||

2
) +

1

2
𝑖 (||𝑣 + 𝑖𝑤||

2
− ||𝑣||

2
− ||𝑤||

2
) ) 

< 𝑇(𝑣), 𝑇(𝑤) > =
1

2
(||𝑇(𝑣) + 𝑇(𝑤)||

2
− ||𝑇(𝑣)||

2
− ||𝑇(𝑤)||

2
) + 

+
1

2
𝑖 (||𝑇(𝑣) + 𝑖𝑇(𝑤)||

2
− ||𝑇(𝑣)||

2
− ||𝑇(𝑤)||

2
) = 

=
1

2
(||𝑇(𝑣 + 𝑤)||

2
− ||𝑇(𝑣)||

2
− ||𝑇(𝑢)||

2
) + 

+
1

2
𝑖 (||𝑇(𝑣 + 𝑖𝑤)||

2
− ||𝑇(𝑣)||

2
− ||𝑇(𝑤)||

2
) = 

=
1

2
(||𝑇∗(𝑣 + 𝑤)||

2
− ||𝑇∗(𝑣)||

2
− ||𝑇∗(𝑤)||

2
) + 

+
1

2
𝑖 (||𝑇∗(𝑣 + 𝑖𝑤)||

2
− ||𝑇∗(𝑣)||

2
− ||𝑇∗(𝑤)||

2
) 

> השוויוןמ 𝑇(𝑣), 𝑇(𝑤) > = < 𝑇∗(𝑣), 𝑇∗(𝑤)  נקבל את התוצאה הנדרשת. <

< 𝑣, 𝑇∗(𝑇(𝑤)) > = < 𝑣, 𝑇(𝑇∗(𝑤)) > 

𝑣,𝑤לכל  ∈ 𝑉:לכן , 

< 𝑣, 𝑇∗(𝑇(𝑤)) − 𝑇(𝑇∗(𝑤))⏞              
𝑢

> = 0 

𝑣,𝑤לכל  ∈ 𝑉 . 

𝑢ניקח  = 𝑣נקבל , ו< 𝑢, 𝑢 > = 𝑢, לכן: 0 = 0⃗ . 

𝑇∗(𝑇(𝑤))לכן:  = 𝑇(𝑇∗(𝑤))  לכל𝑤 ∈ 𝑉. 

∗𝑇לכן,  ⋅ 𝑇 = 𝑇 ⋅ 𝑇∗ כלומר ,𝑇  .נורמלי 

∎ 

 משפט

 התכונות הבאות שקולות:

 אוניטרי 𝑇א( 

||𝑇(𝑣)||שומר נורמה, ז"א  𝑇ב(  = ||𝑣||  לכל𝑣 ∈ 𝑉. 
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,𝑑(𝑇(𝑣)שומר מרחקים, ז"א  𝑇ג(  𝑇(𝑤)) = 𝑑(𝑣,𝑤)  לכל𝑣,𝑤 ∈ 𝑉. 

>שומר מכפלה פנימית ז"א  𝑇ד(  𝑇(𝑣), 𝑇(𝑤) > = < 𝑣,𝑤 𝑣,𝑤לכל  < ∈ 𝑉. 

 הוכחה

⇐ ד א   

𝑇אוניטרי אז   𝑇 –נניח ש  ⋅ 𝑇∗ = 𝑇∗ ⋅ 𝑇 = 𝐼 

< 𝑇(𝑣), 𝑇(𝑤) > = < 𝑣, 𝑇∗(𝑇(𝑤)) > = < 𝑣, 𝐼𝑑(𝑤) > = < 𝑣,𝑤 > 

⇐ ב ד   

>נניח  𝑇(𝑣), 𝑇(𝑤) > = < 𝑣,𝑤 > 

𝑤 = 𝑣   נקבל< 𝑇(𝑣), 𝑇(𝑣) > = < 𝑣, 𝑣 > 

||𝑇(𝑣)||
2
= ||𝑣||

2
  

||𝑇(𝑣)|| = ||𝑣||  

⇐ ג ב   

||𝑇(𝑣)||נניח  = ||𝑣|| 

𝑑(𝑇(𝑣), 𝑇(𝑤)) = ||𝑇(𝑣) − 𝑇(𝑤)|| = ||𝑇(𝑣 − 𝑤)|| = ||𝑣 − 𝑤|| = 𝑑(𝑣, 𝑤)  

⇐ ב ג   

,𝑑(𝑇(𝑣)נניח  𝑇(𝑤)) = 𝑑(𝑣,𝑤). 

𝑤 ניקח = 0⃗  

𝑑(𝑇(𝑣), 0⃗ ) = 𝑑(𝑣, 0⃗ ) 

||𝑇(𝑣) − 0⃗ || = ||𝑣 − 0⃗ || 

||𝑇(𝑣)|| = ||𝑣|| 

⇐ ד   ב 

||𝑇(𝑣)||נניח  = ||𝑣|| 

>צריך להוכיח  𝑇(𝑣), 𝑇(𝑤) > = < 𝑣,𝑤 > 

  נעזר בזהות הפולרית:

>)תזכורת:  𝑣,𝑤 > =
1

2
(||𝑣 + 𝑤||

2
− ||𝑣||

2
− ||𝑤||

2
) +

1

2
𝑖 (||𝑣 + 𝑖𝑤||

2
− ||𝑣||

2
− ||𝑤||

2
) ) 

< 𝑇(𝑣), 𝑇(𝑤) > =
1

2
(||𝑣 + 𝑤||

2
− ||𝑣||

2
− ||𝑤||

2
) + 

+
1

2
𝑖 (||𝑣 + 𝑖𝑤||

2
− ||𝑣||

2
− ||𝑤||

2
) = < 𝑣,𝑤 > 
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⇐ א   ד 

>נתון:  𝑇(𝑣), 𝑇(𝑤) > = < 𝑣,𝑤 > 

< 𝑣, 𝑇∗𝑇(𝑤) > = < 𝑣,𝑤 > 

< 𝑣, 𝑇 ⋅ 𝑇∗(𝑤) − 𝑤⏞        
𝑢

> = 0 

< 𝑣, 𝑢 > = 0 

𝑢ניקח  = 𝑣 ונקבל ,< 𝑢, 𝑢 > = 𝑢, לכן 0 = 0. 

𝑇 ⋅ 𝑇∗(𝑤) = 𝑤  לכל𝑤 ∈ 𝑉  לכן𝑇 ⋅ 𝑇∗ = 𝐼. 

∎ 

 משפט

𝔽נניח  = ℝ. 

,cos(𝑇(𝑣)אופרטור לינארי שומר זוויות, זאת אומרת  𝑇(𝑤)̂ ) = 𝑣, 𝑤̂. 

 הוכחה

cos (𝑇(𝑣), 𝑇(𝑤)
∧

) =  
< 𝑇(𝑣), 𝑇(𝑤) >

||𝑇(𝑣)|| ⋅ ||𝑇(𝑤)||
=
< 𝑣,𝑤 >

||𝑣|| ⋅ ||𝑤||
= cos(𝑣, 𝑤̂) 

 

 הערה

ים שומרים זוויות שאינם אופרטור קיימיםשמירת זווית אינה מאפיינת אופטורים אוניטריים. 

 .אופרטורים אוניטריים

 דוגמה

𝑇(𝑣) = 2𝑣 

cos (𝑇(𝑣), 𝑇(𝑤)
∧

) =  
< 𝑇(𝑣), 𝑇(𝑤) >

||𝑇(𝑣)|| ⋅ ||𝑇(𝑤)||
=
< 2𝑣, 2𝑤 >

||2𝑣|| ⋅ ||2𝑤||
=  

< 𝑣, 𝑤 >

||𝑣|| ⋅ ||𝑤||
= cos(𝑣, 𝑤) 

||𝑇(𝑣)|| אבל = ||𝑤 ⋅ 𝑣|| = 𝑤||𝑣||  לכן𝑇 .אינו אופרטור אוניטרי 

 

 משפט

:𝑇יהי  𝑉 → 𝑉  אופרטור נורמלי. יהי𝜆 ∈ 𝔽  ע"ע של𝑇 יהי .𝑣 ∈ 𝑉  ו"ע המתאים ל– 𝜆. 

𝑇∗(𝑣)אזי,  = 𝜆̅𝑣. 

 הוכחה

𝐴∗𝑣 -נוכיח את זה למטריצות. נוכיח ש  = 𝜆̅𝑣. 

0 = ||𝐴𝑣 − 𝜆𝑣|| = ||(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑣||  

𝐴  נורמלי⇐ 𝐴 − 𝜆𝐼  .גם נורמלי 
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  לכן:

0 = ||(𝐴 − 𝜆𝐼)∗𝑣|| = ||(𝐴∗ − 𝜆𝐼)(𝑣)|| = ||𝐴∗(𝑣) − 𝜆̅𝑣|| 

𝐴∗𝑣 = 𝜆̅𝑣 

∎ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


