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 סדרות וטורים של פונקציות

 אינטואיציה

 ?מתי ניתן להחליף סדר גבולות 

 נתבונן בביטוי:

lim
𝑛→∞
𝑥→0

1

𝑛 ⋅ |𝑥|
 

 נראה האם ניתן להחליף את סדר הגבולות:

lim
𝑛→∞
𝑥→0

1

𝑛 ⋅ |𝑥|
= lim
𝑛→∞

lim
𝑥→0

1

𝑛 ⋅ |𝑥|
= lim
𝑛→∞

∞ = ∞ 

lim
𝑛→∞
𝑥→0

1

𝑛 ⋅ |𝑥|
= lim
𝑥→0

lim
𝑛→∞

1

𝑛 ⋅ |𝑥|
= lim
𝑥→0

0 = 0 

∞ ≠  ניתן להחליף את סדר הגבולות., לכן, כאן לא 0

∎ 

 הגדרה

,𝑓𝑛עבור פונקציות  𝑓  כאשר𝑛 ∈ ℕ :נאמר ש ,𝒇𝒏
𝒏→∞
→   𝒇  בתחום𝑿 ⊆ ℝ אם לכל ,𝑥 ∈ 𝑋 

 מתקיים:

𝑓𝑛(𝑥)
𝑛→∞
→   𝑓(𝑥) 

𝑥דורשים באופן מובלע שלכל  ∈ 𝑋 :𝑥 ∈ 𝑑𝑜𝑚(𝑓), 𝑑𝑜𝑚(𝑓𝑛)  כאשר𝑛 ∈ ℕ. 

 1 דוגמה

𝑓𝑛(𝑥) ≔
1

𝑛 ⋅ 𝑥
     ;      𝑥 ∈ (0,1)  

𝑥לכל  ∈ (0,1): 

1

𝑛 ⋅ 𝑥

𝑛→∞
→   0 

𝑓𝑛 :לכן
𝑛→∞
 .(0,1)בקטע  0   →
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𝑥לכל לכן,  ∈ 0: לכל (0,1) < 𝜀,  קיים𝑁 ∈ ℕ,  כך שלכל𝑁 ≤ 𝑛 ∈ ℕ מתקיים: 

|
1

𝑛 ⋅ 𝑥
− 0| < 𝜀 

0יהי  < 𝜀. 

|
1

𝑛 ⋅ 𝑥
− 0| =

0<𝑥 1

𝑛 ⋅ 𝑥
=

דרוש
< 𝜀 

⇓ 

1

𝜀 ⋅ 𝑥
< 𝑛 

 לכן, מספיק, למשל:

𝑁 ≔ [
1

𝜀 ⋅ 𝑥
] + 1 

 .𝒙 -תלוי ב זה  𝑁 –נשים לב ש 

∎ 

 2 דוגמה

𝑓𝑛(𝑥) ≔
1

𝑛 + 𝑥
     ;      𝑥 ∈ (0,1)  

𝑓𝑛(𝑥) כאן:
𝑛→∞
 .(0,1)בקטע  0   →

𝑥לכן, לכל  ∈ 0: לכל (0,1) < 𝜀 קיים ,𝑁 ∈ ℕ כך שלכל ,𝑁 ≤ 𝑛 ∈ ℕ :מתקיים 

|
1

𝑛 + 𝑥
− 0| < 𝜀 

0יהי  < 𝜀. 

𝑛לכל  ∈ ℕ , לכל𝑥 ∈ (0,1). 

1

𝑛 + 𝑥
≤
1

𝑛

𝑛→∞
→   0 

𝑁קיים לכן,  ∈ ℕ  ,למשל(𝑁 ≔ [1/𝜀] + 𝑁( כך שלכל 1 ≤ 𝑛 ∈ ℕ: 
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1

𝑛
< 𝜀 

𝑁לכל  ≤ 𝑛 ∈ ℕ לכל ,𝑥 ∈ (0,1): 

𝑓𝑛(𝑥) =
1

𝑛 + 𝑥
≤
1

𝑛
< 𝜀 

 .𝒙 –אינו תלוי ב זה  𝑁 -נשים לב ש 

∎ 

 הגדרה

,𝑓𝑛עבור פונקציות  𝑓  כאשר𝑛 ∈ ℕ :נאמר ש ,𝒇𝒏
𝒏→∞
→   𝒇  במידה שווה בתחום𝑿 ⊆ ℝ אם לכל ,

0 < 𝜀  קיים𝑁 ∈ ℕ  כך שלכל𝑁 ≤ 𝑛 ∈ ℕ  :לכל מתקיים𝑥 ∈ 𝑋 מתקיים: 

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 

 דוגמה

 :עפ"י הדוגמה השנייה

1

𝑛 + 𝑥 

𝑛→∞
→   0 

 .+ℝלמעשה, בכל ו, (0,1)במידה שווה בקטע 

 :עפ"י הדוגמה הראשונה

1

𝑛 ⋅ 𝑥

𝑛→∞
→   0 

 :(0,1)אך לא במידה שווה בקטע 

𝜀למשל, עבור  ≔ 1לכל  :1/2 ≤ 𝑛 ניקח ,𝑥𝑛 ≔ 1/𝑛 ∈  . אז:(0,1)

|𝑓𝑛(𝑥𝑛) − 0| = 𝑓𝑛(𝑥𝑛) =
1

𝑛 ⋅
1
𝑛

= 1 ≥
1

2
= 𝜀 

∎ 
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 הערה

,𝑓𝑛יהיו  𝑓  פונקציות המוגדרות בתחום𝑋 ⊆ ℝ. 

 שקולות:התכונות הבאות 

1. 𝑓𝑛
𝑛→∞
→   𝑓  במידה שווה בתחום𝑋. 

 מתקיים: .2

𝜀𝑛 ≔ sup
𝑥∈𝑋
|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)|

𝑛→∞
→   0 

𝑥𝑛לכל סדרה  .3 ∈ 𝑋: 

|𝑓𝑛(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥𝑛)|
𝑛→∞
→   0 

 הוכחה

2 ⟸ 1  

𝑓𝑛נניח ש: 
𝑛→∞
→   𝑓  במידה שווה בתחום𝑋. 

0יהי  < 𝜀. 

𝑁, קיים עפ"י ההנחה ∈ ℕ  כך שלכל𝑁 ≤ 𝑛 ∈ ℕ  :לכל מתקיים𝑥 ∈ 𝑋 מתקיים: 

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 

⇓ 

𝜀𝑛 ≔ sup
𝑥∈𝑋
|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀 

 לכן:

𝜀𝑛
𝑛→∞
→   0 

□ 

3 ⟸ 2  

 נניח שמתקיים:

𝜀𝑛 ≔ sup
𝑥∈𝑋
|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)|

𝑛→∞
→   0 
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𝑥𝑛תהי סדרה  ∈ 𝑋. 

 אזי:

0 ≤ |𝑓𝑛(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥𝑛)| ≤ 𝜀𝑛
𝑛→∞
→   0 

 ועפ"י משפט הסנדוויץ':

|𝑓𝑛(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥𝑛)|
𝑛→∞
→   0 

□ 

1 ⟸ 3  

𝑥𝑛נניח שלכל סדרה  ∈ 𝑋: 

|𝑓𝑛(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥𝑛)|
𝑛→∞
→   0 

𝑓𝑛נניח בשלילה כי:  ↛ 𝑓  במידה שווה בתחום𝑋. 

0לכן, קיים  < 𝜀 כך שלכל ,𝑁 ∈ ℕ קיים ,𝑁 ≤ 𝑛 ∈ ℕ  עבורו קיים𝑥𝑛 ∈ 𝑋 :כך ש 

|𝑓𝑛(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥𝑛)| ≥ 𝜀 

𝑛לכן, קיימים אינסוף ערכי  ∈ ℕ  עבורם קיים𝑥𝑛 .כנ"ל  

𝑛עבור שאר ערכי  ∈ ℕ ניקח ,𝑥𝑛 ∈ 𝑋 .שרירותי 

𝑓𝑛(𝑥𝑛)|אזי, הסדרה  − 𝑓(𝑥𝑛)|  מכילה תת סדרה שאיבריה גדולים או שווים מ- 𝜀. 

 לכן:

|𝑓𝑛(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥𝑛)| ↛ 0 

∎ 

 דוגמה

 .(2)המחשה של אפיון מספר 

𝑓𝑛(𝑥) ≔ 𝑥𝑛 ⋅ (1 − 𝑥𝑛)     ;      𝑥 ∈ [0,1]  

𝑥לכל  ∈  מתקיים: [0,1]
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𝑓𝑛(𝑥)
𝑛→∞
→   0 

𝑓𝑛, 𝑓 :רציפות, לכן 

𝜀𝑛 ≔ sup
𝑥∈[0,1]

|𝑓𝑛(𝑥)⏞  
≥0

− 𝑓(𝑥)⏞
=0

| = max
𝑥∈[0,1]

𝑓𝑛(𝑥) 

 נחשב:

max
𝑥∈[0,1]

𝑓𝑛(𝑥) 

 נציב:

𝑡 ≔ 𝑥𝑛 

 לכן:

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥
𝑛 ⋅ (1 − 𝑥𝑛) = 𝑡 ⋅ (1 − 𝑡) = 𝑔(𝑡) 

⇓ 

𝑔′(𝑡) = 1 − 2𝑡 = 0 ⟺ 𝑡 =
1

2
 ∧ 𝑔′′(𝑡) = −2 < 0 

 לכן:

max
𝑥∈[0,1]

𝑡 ⋅ (1 − 𝑡) =
1

2
⋅ (1 −

1

2
) =

1

4
 

 לכן:

𝑥 ≔
1

√2
𝑛  

⇓ 

𝜀𝑛 = |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| =
1

2
⋅ (1 −

1

2
) =

1

4
↛ 0 

∎ 

 הקריטריון של קושי

𝑋פונקציות המוגדרות בתחום  𝑓𝑛יהיו  ⊆ ℝ. 
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 התכונות הבאות שקולות:

1. 𝑓𝑛
𝑛→∞
→   𝑓  במידה שווה בתחום𝑋  עבור פונקציה𝑓  המוגדרת בתחום𝑋. 

0לכל  .2 < 𝜀  קיים𝑁 ∈ ℕ  כך שלכל𝑁 ≤ 𝑛,𝑚 ∈ ℕ  מתקיים: לכל𝑥 ∈ 𝑋 :מתקיים 

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥)| < 𝜀 

 הוכחה

2 ⟸ 1  

𝑓𝑛נניח ש: 
𝑛→∞
→   𝑓  במידה שווה בתחום𝑋  עבור פונקציה𝑓  המוגדרת בתחום𝑋. 

0יהי  < 𝜀 . 

𝑁קיים עפ"י ההנחה,  ∈ ℕ  כך שלכל𝑁 ≤ 𝑛 ∈ ℕ  מתקיים: לכל𝑥 ∈ 𝑋 :מתקיים 

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 

|𝑓𝑚(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 

⇓ 

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥)| = |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥)| 

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥)| ≤ |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| + |𝑓(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥)| 

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥)| < 𝜀 + 𝜀 = 2𝜀 

 כדרוש.

1 ⟸ 2  

0לכל נניח ש < 𝜀  קיים𝑁 ∈ ℕ  כך שלכל𝑁 ≤ 𝑛,𝑚 ∈ ℕ  מתקיים: לכל𝑥 ∈ 𝑋 :מתקיים 

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥)| < 𝜀 

𝑥יהי  ∈ 𝑋 .קבוע 

סדרות, לכן קיים מספר ממשי, נסמנו לקושי  קריטריוןמקיימת את  𝑓𝑛(𝑥), הסדרה עפ"י ההנחה

𝑓(𝑥) :כך ש ,𝑓𝑛(𝑥)
𝑛→∞
→   𝑓(𝑥). 

𝑥אזי, לכל  ∈ 𝑋  :מתקיים𝑓𝑛(𝑥)
𝑛→∞
→   𝑓(𝑥) :כלומר ,𝑓𝑛

𝑛→∞
→   𝑓. 
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 נראה שההתכנסות היא במידה שווה.

0יהי  < 𝜀. 

𝑁עפ"י ההנחה, קיים  ∈ ℕ כך שלכל ,𝑁 ≤ 𝑛 ∈ ℕ לכל ,𝑥 ∈ 𝑋 :מתקיים 

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥)⏞  

𝑚→∞
→    𝑓(𝑥)

| < 𝜀 

𝑥לכן, לכל  ∈ 𝑋: 

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀 

 הגדרה

 הטור:

∑𝒇𝒏(𝒙)

∞

𝒏=𝟏

 

𝑿בתחום  𝒔(𝒙)מתכנס לפונקציה  ⊆ ℝ, :אם עבור הפונקציות 

𝑠𝑛(𝑥) ≔∑𝑓𝑘(𝑥)

𝑛

𝑘=1

 

𝑥לכל  מתקיים: ∈ 𝑋 מתקיים: 𝑠𝑛(𝑥)
𝑛→∞
→   𝑠(𝑥). 

,𝑓𝑛(𝑥)בפרט, מניחים שהפונקציות  𝑠(𝑥)  מוגדרות לכל𝑥 ∈ 𝑋. 

 הטור:

∑𝒇𝒏(𝒙)

∞

𝒏=𝟏

 

𝑿בתחום  𝒔(𝒙)מתכנס במידה שווה לפונקציה  ⊆ ℝ:)אם )בסימונים הנ"ל , 

𝑠𝑛
𝑛→∞
→   𝑠 

 . 𝑋במידה שווה בתחום 
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 דוגמה

∑𝑥𝑛
∞

𝑛=1

     ;      𝑥 ∈ [0,1)  

 מתקיים:

∑𝑥𝑛
∞

𝑛=1

=
𝑥

1 − 𝑥
 

𝑠𝑛(𝑥) = ∑𝑥𝑘
𝑛

𝑘=1

=
𝑥 − 𝑥𝑛+1

1 − 𝑥

𝑛→∞
→   

𝑥

1 − 𝑥
= 𝑠(𝑥)  

 לכן:

𝑠𝑛(𝑥)
𝑛→∞
→   𝑠(𝑥) 

 אך לא במידה שווה:

𝜀עבור  ≔ 𝑛, לכל 1/2 ∈ ℕ,  :ניקח𝑥𝑛 ≔
1

√2
𝑛+1:ואז , 

|𝑠(𝑥) − 𝑠𝑛(𝑥𝑛)| =
𝑥𝑛
𝑛+1

1 − 𝑥
≥

0≤𝑥<1
𝑥𝑛
𝑛+1 =

1

2
↛ 0 

∎ 

 


