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  תזכורת

𝐸(𝑋𝑛)  המומנט ה– 𝑛 –  ,י𝐸(𝑋) ≔ 𝜇 ,𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − 𝐸(𝑋)2 = 𝐸 ((𝑋 − 𝐸(𝑋))
2
). 

𝐸((𝑋אזי  − 𝜇)𝑛)  הוא המומנט המרכזי ה– 𝑛 – י . 

𝐸((𝑋 − 𝜇)2) = 𝜎2 .השונות 

𝐸((𝑋−𝜇)3)

𝜎3
 .𝑋הצידוד של  

𝐸((𝑋−𝜇)4)

𝜎4
−  .0. מכויל כך שהגבנוניות של התפלגות נורמלית היא ה"גבנוניות"  3

 ם הגדרה

𝑀𝑋(𝑡) = 𝐸𝑋(𝑒
𝑡𝑋) 

 משפט

כל  ;, אז היא אנליטית )כלומר ניתנת לפיתוח לטור טיילור(0קיימת בקטע סביב  𝑀𝑋(𝑡)אם 

𝑀𝑋(𝑡) -המומנטים קיימים, ו  = ∑(
𝐸(𝑋𝑛)

𝑛!
⋅ 𝑡𝑛)  ⇔ 𝑀𝑋

(𝑛)(0) = 𝐸(𝑋𝑛). 

 הדוגמ

𝑍~𝑁(0,1) 

𝑀𝑍(𝑡) = 𝑒
𝑡2

2 = 1 +
𝑡2

2
+
𝑡4

8
+⋯ 

 תזכורת

𝑋, 𝑌~?  בלתי תלויים. נניח𝑋 + 𝑌, 𝑋 − 𝑌 .בלתי תלויים 

( ⋅ )𝑀( ⋅ ) ⇐ 𝑀משוואה פונקציונלית על  ⇐ = 𝑒𝜇𝑡+
𝜎2𝑡2

 כמו ההתפלגות הנורמלית 2

𝑋, 𝑌~𝑁( ⋅,⋅ ) ⇐ 

 סימון

𝑋𝑛̅̅̅̅ =
𝑋1 +⋯𝑋𝑛

𝑛
 

 החוק החלש של המספרים הגדולים

𝐸(𝑋𝑛), עם תוחלת משתנים מקריים בלתי מתואמים 𝑋𝑛יהיו  = 𝜇, 𝑉(𝑋𝑛) = 𝜎
2, 

𝜀ז לכל א > 0, 

lim
𝑛→∞

𝑃(|𝑋𝑛̅̅̅̅ − 𝜇| > 𝜀) = 0 
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 הוכחה

𝐸(𝑋𝑛̅̅̅̅ ) = (
𝜇 +⋯+ 𝜇

𝑛
) = 𝜇 

𝑉(𝑋𝑛̅̅̅̅ ) = 𝑉 (
𝑋1 +⋯+ 𝑋𝑛

𝑛
) =

1

𝑛2
⋅ 𝑉(𝑋1 +⋯𝑋𝑛) = 

=
1

𝑛2
(𝜎2 +⋯+ 𝜎2) =

𝜎2

𝑛
 

𝑃(|𝑋) אי שוויון צ'מיצבנחשב לפי  − 𝜇| ≥ 𝑘 ⋅ 𝜎) ≤
1

𝑘2
): 

𝑃(|𝑋𝑛̅̅̅̅ − 𝜇| ≥ 𝜀) = 𝑃(|𝑋𝑛̅̅̅̅ − 𝜇| ≥
𝜀 ⋅ √𝑛

𝜎
⋅
𝜎

√𝑛
≤ 

≤ lim
𝑛→∞

𝜎2

𝜀2𝑛
= 0 

□ 

 ההגדר

  סדרת משתנים מקריים. 𝑌𝑛 –נניח ש 

𝑌𝑛 –נגיד ש 

𝑎.𝑠
𝑎.𝑒

בהסתברות 1
→      𝛼  כמעט תמיד( אם(𝑃 ( lim

𝑛→∞
𝑌𝑛 = 𝛼) = 1 

 הסבר

limהגבול  
𝑛→∞

𝑌𝑛 = 𝛼 :הוא 

∀𝜀 > 0:  ∃ 𝑁: ∀ 𝑛 > 𝑁: |𝑌𝑛 − 𝛼| < 𝜀 

∀𝑘: ∃ 𝑁: ∀ 𝑛 > 𝑁: |𝑌𝑛 − 𝛼| <
1

𝑘⏟        
מאורע

 

∀𝑘: ∃𝑁 ∶  ⋂ {𝜔: |𝑌𝑛 − 𝛼| <
1

𝑘
}

𝑛>𝑁

 

∀𝑘: ⋃⋂ {𝜔: |𝑌𝑛 − 𝛼| <
1

𝑘
}

𝑛>𝑁𝑁

 

⋂⋃⋂{𝜔: |𝑌𝑛 − 𝛼| <
1

𝑘
}

𝑛>𝑁𝑁𝑘

∈ ℱ 

 

 

 



 15.05.2016  19הרצאה   המספרים השלמיםחוק 
 נכתב על ידי נועם יערי ומנטיםמ
 

3 
 

 הדוגמ

𝑌𝑛~𝑏 (
1

2
 יזא (

1

𝑛
𝑌𝑛

𝑎.𝑒
 :𝑛 לכל .0 →

0 ← 0 ≤
1

𝑛
𝑌𝑛 ≤

1

𝑛
→ 0 

ולכן ממשפט הסנדוויץ' 
1

𝑛
𝑌𝑛 → 0. 

□ 

 ההגדר

𝑃 ( lim
𝑛→∞

𝑌𝑛 = 𝛼) = 𝑌𝑛 (חזקה) 1
𝑎.𝑒
→ 𝛼 כמעט תמיד 

∀𝜀: lim
𝑛→∞

𝑃(|𝑌𝑛 − 𝛼| ≤ 𝜀) = 𝑌𝑛 (לשהח)  1
𝑃
→𝛼 "מתכנסת בהסתברות" 

∀𝑎: lim
𝑛→∞

𝑃(𝑌𝑛 < 𝑎) = 𝑃(𝑌 < 𝑎) 𝑌𝑛
𝐷
→𝑌 בהתפלגות 

 

 החזק של המספרים הגדוליםהחוק 

 .ושונות סופית 𝜇משתנים מקריים שווי התפלגות ובלתי תלויים, עם תוחלת  𝑋𝑛יהיו 

 זי, א

𝑋𝑛̅̅̅̅
𝑎.𝑠
→ 𝜇 

 לא נוכיח את המשפט.

 טענה

𝑌𝑛אם 
𝑎.𝑠
→ 𝛼  אז גם𝑌𝑛

𝑃
→𝛼 

 ההוכח

𝜀0יהי  > 𝐴𝑛נסמן . 0 = {|𝑌𝑛 − 𝛼| < 𝜀0} 

𝑃 – ש נתון ( lim
𝑛→∞

𝑌𝑛 = 𝛼) =  :, כלומר1

1 = 𝑃 ( lim
𝑛→∞

𝑌𝑛 = 𝛼) = 𝑃

(

 
 
⋂⋃⋂𝐴𝑛(𝜀)

𝑛>𝑁𝑁⏟        
מתכווץ כשר 𝜀 קטן

𝜀

)

 
 
≤ 𝑃

(

 
 
⋃ ⋂𝐴𝑛(𝜀0)

𝑛>𝑁⏟      
שרשרת עולה של מאורעות

𝑁

)

 
 
= 

= lim
𝑛→∞

𝑃

(

 
 
 
⋂𝐴𝑛(𝜀0)

𝑛>𝑁⏟      
𝐵𝑛

𝐵1⊆𝐵2⊆⋯ )

 
 
 
⇒ 𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
𝑷(𝑨𝒏(𝜺𝟎)) = 𝟏 
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 דוגמה

𝑌𝑛~𝑏 (
1

𝑛
𝑌𝑛∑) בלתי תלויים. ( = ∞) 

𝑌𝑛 -נוכיח ש 
𝑃
𝑌𝑛 לא מתקיים אבל 0→

𝑎.𝑠
ε. יהי 0 → >  -להוכיח ש צריך . 0

𝑃(|𝑌𝑛 − 0| ≤ 𝜀) = 𝑃(𝑌𝑛 = 0) = 1 −
1

𝑛
→ 1 

𝑌𝑛 -כדי ש 
𝑎.𝑠
 0הוא  0 –שהסיכוי שהסדרה מתכנסת ל נוכיח . 1סדרה תתכנס בסיכוי צריך שה 0 →

 .(1ולא )

𝑌𝑛 → 0 ⇔ ∃𝑁:∀𝑛 > 𝑁: 𝑌𝑛 = 0 

𝑃(∃𝑁: ∀𝑛 > 𝑁: 𝑌𝑛 = 0) = 𝑃

(

 
 
⋃⋂{𝑌𝑛 = 0}

𝑛>𝑁⏟        
=𝐵𝑛

𝑁

)

 
 
= 𝐵𝑛 = lim

𝑛→∞
𝑃(𝐵𝑛) = 

= lim
𝑁→∞

∏ (
𝑛 − 1

𝑛
)

∞

𝑛=𝑁+1

= lim
𝑁→∞

0 = 0 

 

□ 

 


