
  9הרצאה 
  מרחב השורות והעמודות של מטריצה

mתהיי  nA ×∈F.  

nהוא תת מרחב של  Aמרחב העמודות של 
F  הנפרש ע"י העמודות של המטריצהA  ז"א{ }: nAv v∈F.  

mהוא תת מרחב של  Aשורות של מרחב ה
F  הנפרש ע"י השורות של המטריצהA  ז"א{ }:t mA v v∈F.  

  הערה
  .tAשווה למרחב העמודות של המטריצה  Aמרחב השורות של מטריצה 
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  תדרגת העמודו
mדרגת העמודות של  nA ×∈F .היא מימד מרחב העמודות  

  דוגמא
  בדוגמא הקודמת קיבלנו את מרחב העמודות:
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  נבדוק מהו המימד של מרחב העמודות ונקבל את דרגת העמודות של המטריצה:
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  .2ולכן דרגת העמודות היא  

  דרגת השורות
mדרגת השורות של  nA ×∈F .היא מימד מרחב השורות  

  בדוגמא הקודמת קיבלנו את מרחב השורות:
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  נבדוק מהו המימד של מרחב השורות ונקבל את דרגת השורות של המטריצה:
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  .2ולכן דרגת השורות היא  

  הערה
  שימו לב: קיבלנו שדרגת העמודות שווה לדרגת העמודות שווה לשתיים.

)בהמשך נראה שדרגת העמודות שווה לדרגת העמודות ונקרא לערך זה דרגת המטריצה ונסמנו  )rank A.  

  טענה
mתהיי  nA ×∈F.  

  התכונות הבאות שקולות:
Axלמערכת   .א b= .יש פתרון  
 .Aשייך למרחב העמודות של  b  .ב

)ו  Aלמטריצות   .ג )A b .יש אותה דרגת עמודות 

  הוכחה
  ב⇐א

Axנתון של מערכת  b=  יש פתרון ולכן קיים
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  .Aשייך למרחב העמודות של  b"א ז ∑

  ג⇐ב
}. יהי kהיא  Aנניח שדרגת העמודות של מטריצה  }1 2, ,..., kB v v v= ל בסיס של מרחב העמודות ש

)ז"א  Aהמטריצה  ) { }1 2, ,...,i kC A span v v v∈  1לכל i m≤ שייך למרחב העמודות של  b. נתון ש ≥
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}ז"א  ∑= }1 2, ,..., kb span v v v∈ נוסף וב( ) { }1 2, ,...,i kC A span v v v∈   לכל



1 i m≤ }ולכן  ≥ }1 2, ,..., kspan v v v  שווה למרחב העמודות של המטריצה( )A b  .{ }1 2, ,..., kB v v v= 

}הקבוצה  Aבסיס של מרחב העמודות של המטריצה  }1 2, ,..., kv v v .בת"ל  

{ }1 2, ,..., kB v v v=  פורשת ובת"ל ולכן בסיס והמימד של המטריצה( )A b  הואk.  

  א⇐ג

)ולמטריצה  Aנניח שלמטריצה  )A b יש אותה דרגת עמודות k.  

}יהי  }1 2, ,..., kB v v v=  בסיס של מרחב העמודות של המטריצהA.  

)מוכל במרחב העמודות של  Aמרחב העמודות של  )A b שאם  מכיווןv  שייך למרחב העמודות שלA  אז
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= = + ⋅∑ )שייך למרחב העמודות של  vז"א  ∑ )A b.  

{ }1 2, ,..., kB v v v=  מוכל במרחב העמודות שלA  ולכן מוכל במרחב העמודות של( )A b.  

{ }1 2, ,..., kB v v v=  קבוצה בת"ל כבסיס של מרחב העמודות שלA.  

)המימד של מרחב העמודות של  )A b  שווה לk  שווה למספר האיברים ב{ }1 2, ,..., kB v v v=.  

}סה"כ קיבלנו ש  }1 2, ,..., kB v v v=  בסיס של מרחב העמודות של( )A b.  
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  הדרגה משפט
  דרגת השורות של מטריצה שווה לדרגת שווה לדרגת העמודות שלה.

  הוכחה
mתהיי  nA ×∈F.  

}. נניח ש kהיא  נניח שדרגת העמודה }1 2, ,..., kb b b  בסיס של מרחב העמודות שלA.   

)נסמן  )1 2, ,..., m k
kB b b b ×= ∈F.  

}מכיוון ש  }1 2, ,..., kb b b  בסיס של מרחב העמודות שלA  ניתן לרשום כל עמודה בA  כקומבינציה

}ליניארית של  }1 2, ,..., kb b b  ( )
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kעבור מטריצה  nC ×∈F  המקיימתij jic α=  נקבל ש
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)הקבוצה היא קומבינציה ליניארית של  Aכל שורה ב  ){ }
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=
ולכן המימד של מרחב השורות קטן או  

  .kשווה ל 
  דרגת השורות קטנה או שווה לדרגת העמודות.Aהוכחנו שלכל מטריצה 

שקטנה או שווה לדרגת העמודות  tAרות של המטריצה שווה לדרגת השו Aדרגת העמודות של המטריצה 
קטנה או  Aואז דרגת העמודות של מטריצה  Aששווה לדרגת השורות של המטריצה  tAשל המטריצה 

  שווה לדרגת השורות.
  דרגת העמודות שווה לדרגת השורות. מסקנה:
  הערה

, נקרא לערך זה דרגת Aשווה לדרגת העמודות של  A, דרגת השורות של Aכיוון שלכל מטריצה 
)המטריצה. סימון:  )rank A.  

  מסקנה

( ) ( )trank A rank A=  

  תרגיל
  נתונה המטריצה הממשית הבאה:
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  . מהו מימדו?Aמצא בסיס למרחב השורות של   .א
 ? מצא בסיס למרחב זה.Aמהו מימד מרחב העמודות של   .ב
  פתרון
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סיס למרחב השורות הוא הב 

( ) ( ){ }1,2,3,4,5 ,   .2ולכן המימד הוא  0,1,2,3,4



  .2המימד של מרחב העמודות שווה למימד של מרחב השורות שווה ל   .ב
  .tAשווה לבסיס של מרחב השורות של המטריצה  Aהבסיס של מרחב העמודות של מטריצה 
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)הבסיס של מרחב העמודות   ) ( ){ }1,9,7 , 0,1,1.  

  משפט
A,יהיו  B  מטריצות כך שהכפלAB .מוגדר  

( ) ,rank AB rankA rankB≤.  

  הוכחה
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, ,..., , ,...,k kAB AC B AC B AC B C AB C AB C AB= =  
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}ז"א קיים בסיס  rהיא  Bנניח שהדרגה של  }1 2, ,..., rb b b  של מרחב העמודות שלB  וכל עמודה ניתן

}לרשום כקומבינציה ליניארית של הקבוצה  }1 2, ,..., rb b b .( )
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∑ ∑ ∑ ניתן לרשום  ABקיבלנו שכל עמודה במטריצה  ∑

}כקומבינציה ליניארית של הקבוצה  }1 2, ,..., rb b b  ולכן( )rank AB rankB≤.  

)מהאי שוויון  )rank AB rankB≤  ומכך שtrankA rankA= נקבל  

( ) ( )( ) ( )t t t trank AB rank AB rank B A rankA rankA= = ≤ =  

  תרגיל
nתהא  nA ×∈F :הוכח .A  הפיכה⇔ ( )rank A n=.  

  פתרון
⇐  

ABכך ש  Bהפיכה ז"א קיימת מטריצה  Aנניח ש  I=.  
nמכיוון ש  nA ×∈F  נקבל ש( )rank A n≤.  

ABמכיוון ש  I=  נקבל ש( ) ( )rankA rank AB rank I n≥ = =.  

)סה"כ קיבלנו ש  )rank A n=.  

⇒  



)נניח ש  )rank A n=  ולכן מרחב העמודות של המטריצה שווה לn
F  ז"א לכלnb∈F  למערכת
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iכך ש  ivקיימים וקטורים  iAv e= נסמן .( )1 2, ,..., nB v v v=  ונקבל ש

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, ,..., , ,..., , ,...,n n nAB AC B AC B AC B Av Av Av e e e I= = = =.  

  משפט
0AXריות של מערכת הומוגנית של משוואות ליניא Wמימד מרחב הפתרונות  nהוא  = r−  כאשרn  הוא

  הוא הדרגה של המטריצה. rמספר הנעלמים ו 
  הוכחה
rankAנתון ש  r=  ולכן ניתן להניח ש{ }1 2, ,..., ru u u יס של מרחב העמודות של המטריצה בסA.  
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1. סה"כ קיבלנו שלכל ∑ i r≤ iAxלמערכת  ≥ u=  יש פתרוןiv.  

1לכל  i r≤ ≤ i iAv u=.  

dimWנניח ש  s=  והקבוצה{ }1 2, ,..., sw w w  היא בסיס שלW.  

}נוכיח שהקבוצה  }1 2 1 2, ,..., , , ,...,r sB v v v w w w=  היא בסיס שלn
F.  

}נוכיח ש  }1 2 1 2, ,..., , , ,...,r sB v v v w w w= .פורשת  

Avו  nv∈Fנניח ש  u= .u  שייך למרחב העמודות שלA  ולכןAv ל היא קומבינציה ליניארית ש

}הקבוצה  }1 2, ,..., ru u u  ז"א
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{ }1 2 1 2, ,..., , , ,...,r sB v v v w w w= .פורשת  



}נוכיח ש  }1 2 1 2, ,..., , , ,...,r sB v v v w w w= בת"ל  
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}הקבוצה  }1 2, ,..., sw w w  1היא בסיס של מרחב הפתרונות ולכן לכל i s≤ 0iAwנקבל ש  ≥ =.  
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}הקבוצה  }1 2, ,..., ru u u .בסיס למרחב העמודות ולכן בת"ל  
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0
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}מכיוון שהקבוצה  ∑= }1 2, ,..., sw w w  היא בסיס של מרחב

}הפתרונות נקבל שהקבוצה   }1 2, ,..., sw w w  0בת"ל ז"אiβ 1לכל  = i s≤ ≤.  

}הקבוצה  }1 2 1 2, ,..., , , ,...,r sB v v v w w w=  בסיס שלn
F  ולכןs n r r s n= − ⇐ + =.  

  דוגמא
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