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 תזכורת

 טור חזקות הוא טור מהצורה:

∑𝑎𝑛𝑥𝑛 

 יש לו רדיוס התכנסות:

𝑅 =
1

lim̅̅ ̅̅ √|𝑎𝑛|
𝑛

 

,𝑅−) -הטור מתכנס )בהחלט( ב  𝑅).  הטור מתבדר עבור|𝑥| > 𝑅 בנקודות .𝑋 = ±𝑅  4ייתכנו כל 

 האפשרויות של התכנסות/התבדרות.

 ות בהן הטור מתכנס.תחום התכנסות של טור חזקות היא קבוצת הנקוד

 סיכום המשפטים האחרונים

 טור חזקות מתכנס במידה שווה בכל קטע סגור בתחום ההתכנסות של הטור.

 מסקנה

 סכום של טור חזקות הוא פונקציה רציפה בכל תחום ההתכנסות.

 אינטגרציה / גזירה איבר איבר

∑יהי  𝑎𝑛𝑥
𝑛∞

𝑥=0  טור חזקות עם רדיוס התכנסות𝑅 > 0 . 

∑נתבונן בטורים 
𝑎𝑛

𝑛+1
𝑥𝑛+1∞

𝑛=0 ,∑ 𝑛𝑎𝑛𝑥
𝑛−1∞

𝑛=1 = ∑ (𝑛 + 1)𝑎𝑛+1𝑥
𝑛∞

𝑛=0 

 מחישוב ישיר של רדיוס ההתכנסות, רואים שלטורים החדשים אותו רדיוס התכנסות.

 משפט

∑יהי  𝑎𝑛𝑥
𝑛∞

𝑛=0  טור חזקות עם רדיוס התכנסות𝑅 > 0. 

𝑛)∑ה "ת (א) + 1)𝑎𝑛+1𝑥
𝑛 ⊇ ה"ת ∑𝑎𝑛𝑥

𝑛 ⊇ ה "ת∑
𝑎𝑛

𝑛+1
𝑥𝑛+1 

 בתחום ההתכנסות: 𝑥לכל  (ב)

∫ (∑𝑎𝑛𝑡
𝑛) 𝑑𝑡

𝑥

0

=∑(
𝑎𝑛
𝑛 + 1

)𝑥𝑛+1 

(∑𝑎𝑛𝑥
𝑛)
′

=∑(𝑛 + 1)𝑎𝑛+1𝑥
𝑛 

 הוכחה

∑לגבי 
𝑎𝑛

𝑛+1
𝑥𝑛+1 מהמשפט על אינטגרציה איבר איבר. תהי :𝑥  נקודה בתחום ההתכנסות של

∑𝑎𝑛𝑥
𝑛 0] -. אזי הטור המקורי מתכנס ב, 𝑥] .לכן: ולכן במידה שווה שם 

∫ (∑𝑎𝑛𝑡
𝑛)𝑑𝑡

𝑥

0

=∑𝑎𝑛∫ 𝑡𝑛𝑑𝑡
𝑥

0

=∑𝑎𝑛 (
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
−
0𝑛+1

𝑛 + 1
) =∑

𝑎𝑛
𝑛 + 1

𝑥𝑛+1 
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𝑥)עבור  = 𝑥הטענות טריויאליות. עבור  0 < ,0]נסמן  0 𝑥] ≔ [𝑥,  והוכחה לעיל תקפה( [0

𝑎𝑛𝑥∑בפרט, תחום התכנסות 
𝑛 ⊇  תחום התכנסות∑

𝑎𝑛

𝑛+1
𝑥𝑛+1. 

𝑛)∑לגבי  + 1)𝑎𝑛+1𝑥
𝑛 אם בקטע סגור מתקיים: איבר ) –: מהמשפט על גזירה איבר∑𝑓𝑛′ 

 ( בקטע -מתכנס במידה שווה ו  𝑓𝑛∑מתכנס לפחות בנקודה אחת. אזי ) 𝑓𝑛∑מתכנס במידה שווה, 

(∑𝑓𝑛)
′

=∑𝑓𝑛′ 

 

𝑛)∑לטור  + 1)𝑎𝑛+1𝑥
𝑛  אותו רדיוס התכנסות𝑅. 

𝑥ם א ∈ (−𝑅, 𝑅)  ניקח𝑟  כך ש- 𝑥 ∈ [−𝑟, 𝑟] ⊆ (−𝑅, 𝑅)אז הטורים מתכנסים במידה שווה . 

,𝑟−] -ב  𝑟] איבר:-ולכן מגזירה איבר 

[−𝑟, 𝑟] − 𝑎𝑛𝑥∑) ב
𝑛)
′

=∑𝑛𝑎𝑛𝑥
𝑛−1 

∑מהנ"ל, תחום התכנסות  (𝑛 + 1)𝑎𝑛+1⏞        
𝑏𝑛

𝑥𝑛 ⊇  ת"ה(∑
𝑏𝑛

𝑛+1
𝑥𝑛+1) = ∑𝑎𝑛+1𝑥

𝑛+1 =  ת"ה

𝑎𝑛𝑥∑של 
𝑛. 

□ 

 נותר פתוח: האם במשפט הנ"ל תמיד ת"ה של הטורים זהה.

 דוגמה

∑(−1)𝑛𝑥𝑛 

 רדיוס התכנסות:

lim √|(−1)𝑛|
𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

= 1 ⇒ 𝑅 =
1

1
= 1 

𝑥עבור  =  .(0 -האיבר הכללי לא שואף ל )הטור מתבדר  ±1

 :טור האינטגרל

∑
(−1)𝑛

𝑛 + 1
𝑥𝑛+1

∞

𝑛=0

 

𝑥נס בנקודה כמת =  !למרות שהטור המקורי לאמלייבניץ  1
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 פונקציה כטור חזקותהצגת 

 :כסכום של טור חזקות 𝑓(𝑥)שניתן להציג פונקציה נניח 

𝑓(𝑥) = ∑𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

 

𝑅עם רדיוס התכנסות  > 0. 

,𝑅−) –ב  𝑅)  אפשר לגזור את הטור שוב ושוב, מבלי לשנות את רדיוס ההתכנסות𝑅 .לכן: 

𝑓(𝑥) = ∑𝑎𝑘𝑥
𝑘

∞

𝑘=0

 

𝑓′(𝑥) = ∑𝑘𝑎𝑘𝑥
𝑘−1

∞

𝑘=1

 

⋮ 

𝑓(𝑛)(𝑥) = ∑𝑘(𝑘 − 1)⋯ (𝑘 − 𝑛 + 1)𝑎𝑘𝑥
𝑘−𝑛

∞

𝑘=𝑛

 

⇒ 𝑓(𝑛)(0) = 𝑛! 𝑎𝑛 

⇒ 𝑎𝑛 =
𝑓(𝑛)(0)

𝑛!
 

,𝑅−) -ירה מכל סדר ב גז 𝑓לכן הפונקציה  𝑅) ומתקיים: 

𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑛)(0)

𝑛!
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= 𝑓(0) + 𝑓′(0)𝑥 +
𝑓(2)(0)

2!
𝑥2 +⋯ 

 :ראינו – הממוסגר בעל רדיוס התכנסות חיוביגזירה מכל סדר והטור  𝑓לא מספיק שהפונקציה 

𝑓(𝑥) ≔ {𝑒
−
1
𝑥2 , 𝑥 ≠ 0
0, 𝑥 = 0

 

𝑓(𝑛)(0)מתקיים  = 𝑥אבל עבור  0 ≠ 0: 

𝑓(𝑥) = −
1

𝑥2
≠ 0 =∑

𝑓(𝑛)(0)

𝑛!
𝑥𝑛 

𝑅 -למרות ש  = ∞ 

 (ה כטור חזקותיצקתנאי מספיק להצגת פונ)משפט 

𝑟, ויהי יהפונקצ 𝑓תהי  > ,𝑟−] -סדר ב גזירה בכל  𝑓 –כך ש  0 𝑟] יש קבוע . אם𝑐  כך ש- 

|𝑓(𝑛)(𝑥)| < 𝑐  לכל𝑛 לכל ו𝑥 ∈ [−𝑟, 𝑟] ( או אפילו רק
𝑟𝑛

𝑛!
𝑓(𝑛)(𝑥) →  -במידה שווה ב  0

[−𝑟, 𝑟] ) זיא: 𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑛)(0)

𝑛!
𝑥𝑛 . 
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 ההוכח

 :טיילור מקלורןפט ממש

𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑘)(0)

𝑘!
𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

+
𝑓(𝑛+1)(𝑐𝑥)

(𝑛 + 1)!
𝑥𝑛+1

⏟          
𝑟𝑛(𝑥)

 

𝑐𝑥ולכן  0 –ל  𝑥ה בין דוקנ 𝑐𝑥כאשר  ∈ [−𝑟, 𝑟]. 

|𝑟𝑛(𝑥)| =
|𝑓(𝑛+1)(𝑐𝑥)|

(𝑛 + 1)!
|𝑥|𝑛+1 ≤

𝑓(𝑛+1)(𝑐𝑥)

(𝑛 + 1)!
𝑟𝑛+1 → 0 

𝑟𝑛(𝑥)לכן  → 𝑓(𝑥)ולכן  0 = lim
𝑛
∑(𝑘 = 0 𝑡𝑜 𝑛) = ∑

𝑓(𝑛)(0)

𝑛!
𝑥𝑛∞

𝑛=0 

□ 


