
 29.11.2016 8הרצאה  משפטי איזומורפיזם
 יהונתן רגבנכתב על ידי  ההתאמהשפט מ
 

1 
 

 משפטי איזומורפיזם

 האיזומורפיזם השני משפט

,𝐻חבורה, ותהיינה  𝐺תהי  𝑁 ≤ 𝐺 חבורות, כך ש: -תת𝑁 ⊴ 𝐺. 

 אזי:

𝑁מתקיים:  .1 ⊴ 𝑁𝐻. 

𝑁מתקיים:  .2 ∩ 𝐻 ⊴ 𝐻. 

𝐻מתקיים:  .3
𝑁 ∩ 𝐻⁄  ≅  𝑁𝐻

𝑁⁄. 

 הוכחה

1. 𝑁 ⊴ 𝐺, לכל  לכן𝑔 ∈ 𝐺: 

𝑔𝑁𝑔−1 ⊆ 𝑁 

𝑁𝐻 ≤ 𝐺, לכל  לכן, בפרט𝑔 ∈ 𝑁𝐻: 

𝑔𝑁𝑔−1 ⊆ 𝑁 

 לכן:

𝑁 ⊴ 𝑁𝐻 

ℎיהי  .2 ∈ 𝐻. 

𝑥יהי  ∈ 𝑁 ∩ 𝐻. 

 :בפרט

ℎ ∈ 𝐺
. . .
𝑥 ∈ 𝑁

 

𝑁 ⊴ 𝐺לכן ,: 

ℎ𝑥ℎ−1 ∈ 𝑁 

 :בפרט

ℎ ∈ 𝐻
. . .
𝑥 ∈ 𝐻
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𝐻 ≤ 𝐺, :לכן 

ℎ𝑥ℎ−1 ∈ 𝐻 

 :לכן

ℎ𝑥ℎ−1 ∈ 𝑁 ∩ 𝐻 

 לכן:

𝑁 ∩ 𝐻 ⊴ 𝐻 

 נגדיר: .3

𝑓: 𝐻 → 𝑁𝐻
𝑁⁄  

 לפי:

𝑓(ℎ) ≔ ℎ𝑁 

 אפימורפיזם. 𝑓 ,𝑓פ"י הגדרת ע

 :𝑓עפ"י הגדרת 

ker 𝑓 = {ℎ ∈ 𝐻 | ℎ𝑁 = 𝑁}
. . .
. = {ℎ ∈ 𝐻 | ℎ ∈ 𝑁}
. . .
. = 𝐻 ∩ 𝑁

 

 עפ"י משפט האיזומורפיזם הראשון:

𝐻
𝑁 ∩ 𝐻⁄  ≅  𝑁𝐻

𝑁⁄  

∎ 

 איזומורפיזם השלישיה משפט

,𝐵תהיינה  𝐶 ⊴ 𝐴  :כך ש𝐶 ⊆ 𝐵. 

 אזי:

𝐵מתקיים:  .1
𝐶⁄ ⊴ 𝐴

𝐶⁄. 
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מתקיים:  .2
𝐴

𝐶⁄
𝐵

𝐶⁄
⁄ ≅ 𝐴

𝐵⁄. 

 הוכחה

 .(2)את נוכיח 

 נגדיר:

𝑓: 𝐴
𝐶⁄ → 𝐴

𝐵⁄  

 לפי:

𝑓(𝑎𝐶) = 𝑎𝐵 

 מוגדרת היטב. 𝑓נוכיח כי 

 אם:

𝑎𝐶 = 𝑎′𝐶 

 :אז

𝑎−1𝑎′𝐶 = 𝐶 

 :לכן

𝑎−1𝑎′ ∈ 𝐶
. . .
. ∈ 𝐵

 

 לכן:

𝑎−1𝑎′𝐵 = 𝐵 

 :לכן

𝑎𝐵 = 𝑎′𝐵 

 מוגדרת היטב. 𝑓לכן, 

 מתקיים:
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ker 𝑓 = {𝑎𝐶 | 𝑎𝐵 = 𝐵}
. . .
. = {𝑎𝐶 | 𝑎 ∈ 𝐵}
. . .

. = 𝐵
𝐶⁄

 

 :עפ"י משפט האיזומורפיזם הראשון

𝐴
𝐶⁄

𝐵
𝐶⁄

⁄  ≅  𝐴
𝐵⁄  

∎ 

 דוגמה

 :ℤ12החבורות של -תת

ℤ12                                                                         

 

                 〈2〉           〈3〉 

 

  〈4〉   〈6〉       

 

            0 

 וגמהד

 .𝑆3החבורות של -תת

           S3 

       〈(1 2 3)〉 

 〈(1 2)〉  〈(1 3)〉  〈(2 3)〉 

 

             id 
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 גדרהה

,𝑎הינו קבוצה סדורה, בה לכל סריג  𝑏 :קיימים 

𝑎 ∨ 𝑏 ≔ sup {𝑎, 𝑏}
. . .

𝑎 ∧ 𝑏 ≔ inf {𝑎, 𝑏}
 

 דוגמה

 חבורה.  𝐺תהי 

,𝐻1, לכל הוא סריג, שכן 𝐺החבורות של -אוסף תת 𝐻2 ≤ 𝐺: 

𝐻1 ∨ 𝐻2 = 〈𝐻1, 𝐻2〉
. . .

𝐻1 ∧ 𝐻2 = 𝐻1 ∩ 𝐻2

 

∎ 

 ההתאמה משפט

𝑁חבורה, ותהי  𝐺תהי  ⊴ 𝐺 חבורה נורמלית.-תת 

,ℒ(𝐺 -נסמן ב  𝑁) החבורות של -את אוסף תת𝐺  המכילות את𝑁. 

ℒ(𝐺 -נסמן ב 
𝑁⁄ 𝐺החבורות של -את סריג תת (

𝑁⁄. 

,ℒ(𝐺ערכית ועל בין -חד-אזי, קיימת התאמה חד 𝑁)  לביןℒ(𝐺
𝑁⁄  על:השומרת  ,(

 .הכלה 

 .חיתוך 

 .מכפלות 

 .נורמליות 

 .אינדקסים 

 הוכחה

 נגדיר:

𝑓: ℒ(𝐺, 𝑁) → ℒ(𝐺
𝑁⁄ )

.

𝑔: ℒ(𝐺
𝑁⁄ ) → ℒ(𝐺, 𝑁)
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 לפי:

𝑓(𝐴) ≔ 𝐴
𝑁⁄

. . .

𝑔(𝛼) ≔ ⋃ 𝑇

𝑇∈𝛼

 

,𝑓צ"ל כי  𝑔  מוגדרות היטב, הופכות זו את זו ושומרות על הכלה, חיתוך, מכפלה, נורמליות

 ואינדקסים.

 הוכח!: תרגיל

∎ 


