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 אסימפטוטות

  .ן ליצירת תמונה גרפית של פונקציהבפרק זה נכיר את מושג האסימפטוטות ונראה איך משתמשים בה

 

אסימפטוטה במבט גאומטריהמושג   

 : מושג האסימפטוטה מתייחס לעקום במישור

יתן להניע נקודה על פני אם נ, Cנקרא אסימפטוטה של עקום  Lהישר 

 . 0 -כך שהמרחק בינה לבין הישר ישאף ל, אל אינסוף עקוםה

הוא אסימפטוטה של  1על פי הגדרה זו הישר המסורטט באדום באיור 

 . העקום המסורטט בשחור

במערכת ון הם גרפים של פונקציות ממשיות העקומים שבדי באנליזה

צירים יכולות להיות לגרפים של פונקציות במערכת  .צירים קרטזית

 . אנכיות ומשופעות, אופקיות: אסימפטוטות משלושה סוגים

 :נתחיל מדוגמאות פשוטות, באנליזה אלה לפני הגדרת מושגים

  1דוגמה 

פונקציה המוצג גרף  2 איורב
1

y
x

 . 

  .הענף הימני של הגרף לאורךלשמאל ימין מנדמיין שאנו מחליקים נקודה 

 של הנקודה שואף  y -שיעור הש בזמן ,הנקודה הולך ומתקרב לאפס של x-שיעור ה

  .0 -אף לוש y -והמרחק בינה לבין ציר ה ,-ל

 ,-שלה ישאף ל x-שיעור ה ,ך משמאל לימיןבכיוון ההפו אם נניע נקודה על אותו ענף

 .0 -ישאף ל x-והפעם המרחק בינה לבין ציר ה ,של הנקודה ישאף לאפס y -שיעור ה

בדומה מראים שהם  .נף הימני של הגרףאסימפטוטות לע הם צירי המערכתש הראינו בכך

לגרף של פונקציה . ת גם לענפו השמאליואסימפטוט
1

y
x

  שתי אסימפטוטותאם כך יש :

 . y-ציר ה -ואנכית  ,x-ציר ה -אופקית 

 2דוגמה 

פונקציה הלגרף של 
2

1
y

x
 ( 3איור), 

 . כמו בדוגמה הקודמת, משמשים אסימפטוטות y -ו xהצירים 

 .מעלהכלפי  - באותו כיוון y-ההבדל הוא בכך שכעת שני ענפי הגרף מתקרבים לציר ה

 

 

 1איור 

 2ור אי

 3איור 
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 3דוגמה 

 ונקציהפהלגרף של 
1

y x
x

  ( 4איור),  

yהישר  -ומשופעת  ,y -ציר ה -אנכית : יש שתי אסימפטוטות x . 

 

 –אחת מהן , מסוגים שונים אסימפטוטות שתי ישפונקציה הלגרף של דוגמאות לעיל כל הב

 . אנכית

 ? משלושה סוגים שונים יש שלוש אסימפטוטות לגרף שלה אשר הפונקציהאם קיימת 

  .הדוגמה הבאהמראה התשובה היא חיובית כפי ש

 4דוגמה 

נתבונן בגרף 
1

y x x
x

   ( 5איור.)  

והישר  ,אסימפטוטה אופקית - x -ציר ה, הוא אסימפטוטה אנכית y -לגרף זה ציר ה

2y x הוא אסימפטוטה משופעת.  

 

 אסימפטוטות של פונקציות ממשיות 

 יש אסימפטוטות גאומטריפונקציות במבט לגרפים של , כפי שראינו בדוגמאות לעיל

לא ההגדרה  ,"פונקציהאסימפטוטה של "באנליזה כאשר מגדירים  .אנכיות ומשופעות, אופקיות: משלושה סוגים

מהגדרות אלה נובע כי אסימפטוטה של . אלא במונחי גבולות של פונקציה ,הגאומטריכמו ב ,במונחי מרחק תניתנ

  .גאומטריהפונקציה היא גם אסימפטוטה של הגרף שלה במובן 

 

 תוממשי ותשל פונקצית ואופקי ותאסימפטוט

 הגדרה

y ישר (1 b אסימפטוטה אופקית של פונקציה  נקרא f x כאשר x, אם הערך של  f x שואף ל-b 

 :כלומר,  -שואף ל xכאשר הערך של 

( )
x

f x b


, או בסימון אחר ,lim ( )
x

f x b


. 

 . "-ב אסימפטוטה אופקית" ניתן לומר בקצרה  "xאסימפטוטה אופקית כאשר "במקום לומר 

y הישר  (2 b  אסימפטוטה אופקית של פונקציהנקרא  f x כאשר  x  , של הערך אם  f x  שואף

-שואף ל xכאשר הערך של  b-ל  ,כלומר:  

lim ( )
x

f x b


 

 ." -אסימפטוטה אופקית ב" ניתן לומר בקצרה"  -שואף ל xאסימפטוטה אופקית כאשר " במקום לומר

 5איור 

 4איור 
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 הערה 

-וקיומה ב -ב הגדרה לעיל קיום אסימפטוטה אופקיתהלפי   בזה ה אינם תלויים זהלפונקציה נתונ . 

  :מקרים הבאיםהייתכנו 

-ב או -ב: רק בכיוון אחד לפונקציה יש אסימפטוטה אופקית (1) . 2לפונקציה  ,למשלx 

lim: מתקיים 2x

x
  ו- 

 
lim 2 0x

x 
. 0הישר , לפי ההגדרה לעיל, מכאןy  (ציר ה- x ) הוא 

סימפטוטה אופקית של הפונקציה א  2xf x  ב רק-  . 

-וב -ב פונקציה יש אסימפטוטות אופקיות שונותל (2)  .לפונקציה, למשל  
1

x
f x

x



יש אסימפטוטה  

1yאופקית   ב-  1ואסימפטוטהy   ב-  (מדוע?.) 

-וב -באופקית יש אותה אסימפטוטה ונקציה פל (3) . לפונקציה , למשל 
1

x
g x

x



1yהישר     הוא

 -הן ב -ב אסימפטוטה הן , כי :lim lim 1
1 1x x

x x

x x 
 

 
. 

הפונקציה  :למשל. אופקיות כלל ותטוטפלפונקציה אין אסימ (4)  2h x x אסימפטוטות אופקיות כי  תנטול

2 2lim lim
x x

x x
 

  . 

 אסימפטוטות אופקיות של פונקציהמציאת 

אם נתונה פונקציה ממשית  f x ום הגדרתה מכיל קרןשתח x C , אז כדי לחקור את קיום אסימפטוטה

יש לפי הגדרה לחשב גבול , -באופקית לפונקציה זו  lim
x

f x


אזי הישר , bסופי  ךער ואם הגבול קיים ויש ל .

y b  הוא האסימפטוטה האופקית של f x ב- . אזי לפונקציה אין , הוא אינסופישאם הגבול אינו קיים או

-בדומה מחפשים אסימפטוטה אופקית ב. -אסימפטוטה אופקית ב  ,כאשר  ,כלומר x  . 

  דוגמה

מצאו את האסימפטוטות האופקיות של הפונקציה  
2

1 2

x

x
f x 


. 

 פתרון

על הגבולות הידועים  בהסתמך
 

lim 2 lim 2 0x x

x x



  
  וחוקי הגבולות נחשב: 

2 1 1
lim lim 1

0 11 2 2 1

2 0
lim 0

1 01 2

x

x xx x

x

xx

 



  
 

 


 

1yהישר  ,הגדרההלפי , מכאן   בהוא אסימפטוטה אופקית של הפונקציה הנתונה-  ,0 הישרוy   הוא

 -באסימפטוטה אופקית שלה   . משקף מסקנות אלה 6הגרף באיור. 

 6איור 
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  תוממשי תואסימפטוטות משופעות של פונקצי

 הגדרה

yישר משופע  ax b  (0a  ) נקרא אסימפטוטה משופעת של פונקציה f x  כאשרx (x ),  אם

פונקציית ההפרש      r x f x ax b   כאשר  0 -שואפת לx שואף ל-  (שואף ל-  )כלומר: 

 

     
 

 

   

 

0

lim 0

x
x

x
r xx

r x f x ax b

f x ax b







   

  

 

x (x אסימפטוטה משופעת כאשר"במקום  ) ב אסימפטוטה משופעת" :בקצרה אומרים-  ." 

 הערה 

 עבור אסימפטוטות משופעות של פונקציה f x ,ארבעה מקריםאפשריים , כמו לאסימפטוטות אופקיות : 

 -או רק ב -לפונקציה יש אסימפטוטה משופעת רק ב( 1) ,  

 -וב -ב אסימפטוטות משופעות שונותלפונקציה יש ( 2)  , 

 -וב -אסימפטוטה משופעת ב לפונקציה יש אותה( 3) ,  

  .כלל תומשופע ותאין אסימפטוט ונקציהלפ (4)

 

  מציאת אסימפטוטות משופעות

דרך אחת למציאת אסימפטוטה משופעת של  f x להציג אותה בצורה היא לנסות:    f x ax b r x   

0a כאשר , פונקציה הו r x עבור  0 -אפת לשוx  אוx . 

yהגדרה הישר האזי לפי  ax b   הוא האסימפטוטה המשופעת של f x ב-  באו- . 

ציה פונקאת ה, למשל 
 1 2 1

2

x

x

x
f x

 
 ניתן להציג בצורה :  1 2 xf x x    . היות

והפונקציה   2 xr x  כאשר  0 -שואפת לx , 1הישרy x  אסימפטוטה  הוא

של  -משופעת ב f x .לפונקציה אין אף אסימפטוטה ב-   פונקציה ה כי הערך של

2 מעריכיתה x עבור( )x    .כל פונקציה ליניאריתערך של היותר מהר מ -שואף ל  

 .נוימסקנותאת תואם  7ור הגרף באי

יש לחפש את המקדמים , למצוא אסימפטוטות משופעות בדרך שתוארה לעיל אם לא מצליחים

,a b  במשוואת האסימפטוטהy ax b  ב- (ב-),לפי הנוסחאות הבאות: 

 7איור 
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 )*(                                                      

 

 

  

lim

lim

x
x

x
x

f x
a

x

b f x ax








 



 



 

 . מתקבלות נוסחאות אלהנראה איך 

yאם הישר  ax b  הוא אסימפטוטה משופעת ב-  של f x , הגדרההאזי לפי : 

**(                                        )   f x ax b r x      כאשר lim 0
x

r x


. 

 :מכאן

   f x r xb
a

x x x
  . 

. xכאשר  0 -ל אחרים שואפיםהברים ומחההמחובר הראשון הוא מספר קבוע ושני , של שוויון זה ניבאגף הימ

 :לכן

 
lim 0 0
x

f x
a a

x
    

  .aה נוסחה לחישוב של לוכך התקב

: כיגם נובע )**( משוויון    f x ax b r x  , ומכאן: 

    lim lim 0
x x

f x ax b r x b b
 

     . 

 . xבמקרה )*( קיבלנו נוסחאות . bבכך התקבלה נוסחה לחישוב 

)מקרה הנוסחאות ב )x   דומה דרךב מתקבלות. 

 דוגמה

 :קציהפונהאסימפטוטות משופעות של  ומצא

 
2

1

, 0

0, 0

   

                 

x xf x

x

x e


  
 

 

 פתרון

כי  ובעובדה ,xעבור )*( חאות נשתמש בנוס,  -מפטוטה של הפונקציה הנתונה ביכדי למצוא אס
1

2
1x

x
e



 (מדוע?.)  

 :מחשבים

2 2

1 1

lim lim 1 1
x x

x x

x e e
a

x x

 

 

 
  

    
 
 

 

2 2

1 1

lim lim 1x x

x x
b x e x e
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1yישר ההיא   -האסימפטוטה המשופעת ב ,לכן x . שכאשר ות קל לרא( )x   

a, ם הערכים שלאות יםמתקבל b .1 הישר, כלומרy x   שלהוא אסימפטוטה משופעת 

-הן בו -הפונקציה הנתונה הן ב .  

 .מסקנה זותואם  8הגרף באיור 

 .להלן מספר הערות. אופקיות ומשופעותאסימפטוטות אפשר לאחד חישוב של 

  1 הערה

x כאשר ,עבור אסימפטוטה משופעת aאם בחישוב מקדם   0 מתקבלa  , זה

אסימפטוטה לה לה להיות ויכ אבל , -ב תמעיד כי לפונקציה אין אסימפטוטה משופע

0aעם  bמשיך בחישוב של נאם . אופקית  , חשבנכלומר:  

lim ( ) lim ( )
x x

b f x ax f x
 

   

yאזי , bערך סופי עבור  ונקבל b  היא אסימפטוטה אופקית של f x ב- .  אם הגבולlim ( )
x

f x


אינו סופי  

אזי לפונקציה , או אינו קיים כלל f x  ב אסימפטוטה אופקיתגם אין-.  

  . -ב אופקיות ומשופעות תואסימפטוטבבת אחת לחפש אם כך ניתן )*( הנוסחאות  פי-על

פונקציה נתונה א ייתכן שלל, מכאן f x  ביש-  אופקית או משופעת ,אסימפטוטה אחתיותר מ. 

 . -סימפטוטות אופקיות ומשופעות במסקנה דומה תקפה לגבי א

 

 2הערה 

לפונקציה  ותאסימפטוט f x ב-  וב- ותגם אסימפטוט הן 

 . גאומטרישלה במובן הלגרף 

 -שלה ישאף ל x-יעור הפני הגרף כך שש-עלנעה אם נקודה  ,אכן

נקודה לבין האסימפטוטה של הפונקציה האזי המרחק בין  ,(-ל)

 . 0 -ישאף ל

   (.)שמתקדמים על פניו בכיוון מצב זה גורם לתמונה ויזואלית של התקרבות הגרף לאסימפטוטה ככל 

אף  בהבלי לגעת , באופן מונוטוניה שלמשופעת /אופקית לאסימפטוטה בתקרמ של פונקציה הגרףלעתים קרובות 

 הגרףהתנהגות הדוגמה האופיינית לכך היא . פעם
1

y
x

  כלפי צירx . הגרף  בהםיחד עם זאת יש מקרים

 הגרף כמו ,האסימפטוטה סביב מתנודד אינסוף פעמים
sin x

y
x

 ציר ה סביב-x ( 9איור .) 

בנקודות  x-הגרף חותך את ציר ה ,0m    0כאשר, 1, 2, 3,...m    ,לצידו  הציר מצד אחד של בהן ועובר

m בקטע בין שתי נקודות עוקבותהסטייה המקסימלית של הגרף מהציר . השני   ו- 1m  כאשר  0 -שואפת ל

m .לא יכולות להיות  משופעת/ה ואסימפטוטה אופקיתלגרף של פונקצישה דעה שגויה כדוגמה זו מפרי

 . נקודות משותפות

 !כאלהנקודות יכולות להיות אף אינסוף 

 8איור 

 9איור 
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 3הערה 

 משופעותאסימפטוטות  בעלותשפונקציות  ,היאאופקיות ומשופעות אסימפטוטות  שגויה בעניין שלדעה עוד 

נציין כי לכל פונקציה , ך דעה זוכדי להפרי. פונקציות בעלות אסימפטוטות אופקיותלבהשוואה , נדירות f x 

ידי -על, משפחה אינסופית של פונקציות עם אסימפטוטות משופעות תאיםניתן לה ,בעלת אסימפטוטות אופקיות

-ההוספה ל f x  פונקציות ליניאריותax b  0עםa  ו- b וכלשה . 

לפונקציה אחת , למשל 
1

f x
x

  0עם אסימפטוטה אופקיתy  אינסופית ניתן להתאים משפחה 

0,

1

a b

ax b
x  

 
  

 
yאסימפטוטה משופעת  בה לכל פונקציה יש ,של פונקציות  ax b  ב- וב- . 

 

 של פונקציות ממשיות אנכיותאסימפטוטות 

העובר דרך הנקודה , x-לציר הישר מאונך  ןנניח כי במערכת צירים נתו 0 ,0x . 0משוואת ישר זה היאx x. 

נבחר במישור נקודה כלשהי  1 1,x y זמנית שמאלה -בווננסה בתנועה אחת רציפה להניע עיפרון  ,מימין לישר

0xתקרב לישר י שקצהו כך ,מעלהלו x אם , בתנועה כזו. בלי לגעת בו אף פעם ,x y היא נקודת קצה העיפרון ,

היינו מקבלים קו עבורו הישר , אילו היינו יכולים להמשיך תנועה עד אינסוף .שואף לאינסוף y-ו 0x-שואף ל xאז 

0x x מהנקודה ההתחלתית היינו מגיעים אם העיפרון הונע תוצאה לאותה . הוא אסימפטוטה 1 1,x y זמנית -בו

נקודה נבחר אם . מטהלשמאלה ו 1 1,x y  0לא מימין לישרx x זמנית ימינה -ועיפרון ב ונניע ,אלא משמאל לו

קו שוב  נקבל, בלי לגעת בישר, כך עד אינסוף נמשיךו, תקרבות מתמדת לישרתוך ה ,מטהלאו ימינה ו מעלהלו

0x ישרהעבורו  x הוא אסימפטוטה.  

 .הבאה ההגדרה הבנתעשויות להקל על התנסויות שתוארו לעיל ה

  הגדרה

0x הישר x  אסימפטוטה אנכית לפונקציה נקרא f x צדדיים של -חדהגבולות האם לפחות אחד מ f x 

0x: בנקודה  
0

lim
x x

f x


 , 
0

lim
x x

f x


או   שווה,  . 

 הערה

אסימפטוטה של הגרף  אסימפטוטה אנכית של פונקציה היא גם, ות אופקיות ומשופעותה של אסימפטוטכמו במקר

  .שלה

 דוגמה

צדדיים של לפונקציה -נמצא את הגבולות החד 
1

xf x e  0בנקודהx.  0כאשרx  , המעריך
1

x
 שואף  

ערך של הו, -ל

1

xe  שואף להוא גם- , כלומר

1

0
lim x

x
e


 . 

0xכי הישר  מסיקים, ההגדרה לעיל פי-על, מכאן  הוא אסימפטוטה אנכית של  
1

xf x e . 

אם ברצוננו לבדוק את התנהגות הגרף ביחס לאסימפטוטה . הגרף מתקרב לאסימפטוטה זו מימין כלפי מעלה

של  עלינו לחשב את הגבול, משמאל לה

1

xe  0בנקודהx  מצד שמאל . 
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 -היות ו
1

x
 -שואפת ל    0כאשרx  ,מתקבל: 

1

0
lim 0x

x
e


. אןמכ 

מסיקים כי הגרף 

1

x
y e  0משמאל לאסימפטוטהx  אלא  לא מתקרב אליה

לנקודה  0,0. 

 .תואם מסקנות אלה 10הגרף באיור 

 

בהם לפונקציה צדדיים -גבולות חדשל  טיפוסייםמקרים מתוארים  1בטבלה 

 f x  0יש אסימפטוטה אנכיתx x ,מתאימותיות תמונות גרפצגות ומו. 

 

 
0

lim
x x

f x


  
0

lim
x x

f x


 
 תמונה גרפית

 

 

A  

  

 A  

 

A   

 

A   

 

  

 

  

 

 

 

 

  

  

 
מקרים טיפוסיים –אסימפטוטות אנכיות : 1טבלה   

1

xy e   

 11איור 
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 1הערה 

צדדיים של -לות החדאם בין שני הגבו f x 0דה בנקוx x , שווהאחד  גבולרק   או , 0אז הישרx x 

הגרף . "צדדית-אסימפטוטה דו" אז הישר נקרא, כאלה הגבולות ואם שני, "צדדית-אסימפטוטה חד"נקרא 

 y f x של אם הגבול ,משמאל כלפי מעלה/מתקרב לאסימפטוטה מימין  f x  0בנקודהx x  מצד זה שווה

 , אם הוא שווה  –וכלפי מטה  . 

 

 

 2הערה 

כל הגרפים מתקרבים לאסימפטוטות ברציפות  ,לעיל 1 בתמונות בטבלה

בנקודה  yשל  מוחלטה הערך 0x-יותר קרוב ל x-ככל ש: ובמונוטוניות ,x y 

 . ר גדולעל הגרף יות

 . מצב זה אינו הכרחי לקיום אסימפטוטה אנכית

 הפונקציה
1

( )
 

  
 

f x
x

שלה אינו רציף  אשר הגרףדגימה פונקציה מ[ 11איור ] 

0xומתקרב אל הישר   "בקפיצות."  

0xלמעט , ממשי xפונקציה זו מוגדרת לכל  .  

1קל לבדוק כי בקטע  1x   ניתן לתאר אותה באופן הבא: 

 
 

 

1 1
,

1
1,2,3,...

1 1
1 ,

1


  

 
     
 

                  

     

      

n x
n n

f x n

n x
n n

 

 :מכאן 
0

lim
x

f x


  ו- 
0

lim
x

f x


 . 0 הישר לכןx   לפונקציהצדדית -דוהוא אסימפטוטה. 

 

  .שייך לגרף קצהו השמאלי לאאילו ולגרף כל קטע בגרף שייך של קצהו הימני נציין כי 

 

 

 3הערה 

  .או אחד סופי ואחד אינסופי ,אינסופייםצדדיים הם -שני גבולות חד לעיל מתוארים מקרים כאשר 1בטבלה 

 .לא סופי ולא אינסופי, והשני אינו קיים ,או  גבולות הוא הייתכן גם שאחד מ

 

 

 11איור 
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 דוגמה

 

 תהי 
1 1 1

sinf x
x x x

 
    

 
, 

 

  -פונקציה זו ניתן להציג גם כ

 

2 1
sin , 0

1
sin , 0


 


 

 


     

      

x
x x

f x

x
x

 

 

0xכאשר   ,פונקציה גרף של הה
1

sin
x

1yבין אינסוף פעמים  דנמתנד    1 -וy  . הגבול מכך נובע כי

 
0 0

1
lim lim

sinx x

f x
x  

 לא סופי ולא אינסופי, אינו קיים.  

0x כאשר  , הפונקציה
2

x
והפונקציה  -שואפת ל 

1
sin

x
ת הסכום יציקלכן פונ, נשארת חסומה 

2 1
sin

x x
 

 כלומר, -שואפת ל 
0 0

2 1
lim lim sin
x x

f x
x x  

 
    

 
0xמכאן נובע כי הישר .   (ציר ה-y ) הוא אסימפטוטה

 הפונקציה של צד ימיןמ f x ,0בנקודה שלה הגבול  כאשרx  של הפונקציההגרף  .מצד שמאל אינו קיים כלל 

 
1 1 1

sinf x
x x x

 
    

 
  .12באיור  מוצג 

 .x-סביב ציר ה חסומותמבצע אינסוף תנודות אל לציר זה משמכלפי מעלה ובכיוון מימין  y-מתקרב לציר ההוא 

 

 שאלה למחשבה

0xברור שאם הישר  x א אסימפטוטה של וה f x,  אז f x  0אינה חסומה בכל סביבה שלx x. 

 אם פונקציה :הפוכההטענה ההאם נכונה  f x  0אינה חסומה בכל סביבה של הנקודהx x  0אזי הישרx x 

אסימפטוטה של בהכרח הינו  f x? יתהביאו דוגמה נגד –אם לא , הוכיחו, אם כן. 

 

 

 12איור 
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 פתרון 

פונקציה ה, למשל. הטענה אינה נכונה 
1 1

sinf x
x x

 
  

 
xה חסומה באף קטע נאי    0לכל  . 

של צדדיים -ות החדללכן אף אחד משני הגבו .-ו אבל בכל קטע כזה ערכי הפונקציה מתנודדים בין  f x  

0xנקודה ב  : 
0

lim
x

f x


 -ו  
0

lim
x

f x


 . לא סופי ולא אינסופי, אינו קיים

0xהישר , מכאן  (ציר ה-y ) אינו אסימפטוטה של f x. 

 

 אלמנטריותמציאת אסימפטוטות אנכיות של פונקציות 

אם  f x  0והנקודה  אלמנטריתפונקציהx x  אזי מתקיים, לתחום הגדרתהשייכת: 

   
0

0

lim
x x

f x f x


  . 

נקודות ה .טה אנכית שלהועבור אסימפטללא יכולה  אלמנטריתדרך אף נקודה בתחום הגדרתה של פונקציה , לכן

פונקציה הנמצאות בשפת תחום ההגדרה של -איהנקודות הן לפונקציה כזאת  "אנכית לאסימפטוטההחשודות "

 גבולות של קודות אלהנב ידי חישוב -נעשית על "נקודות חשודות לאסימפטוטה אנכית"הבדיקה של  .הגדרתה

  .צדדיים-חדה הפונקציה

0xדרך הנקודה , ההגדרה פי-על x  עוברת אסימפטוטה אנכית של f x  אם ורק אם לפחות אחד מהגבולות

 
0

lim
x x

f x


 , 
0

lim
x x

f x


 .או  הינו  

 

 דוגמה

את כל האסימפטוטות האנכיות של הפונקציה  ומצא 
  

ln

1 3

x
f x

x x


 
. 

 פתרון

ln :בסיסיות אלמנטריותכי היא מתקבלת מפונקציות , אלמנטריתהפונקציה הנתונה היא פונקציה  , , 1, 3   x x  

 :תחום ההגדרה של פונקציה זו הוא. פעולות חשבון מספר סופי של ידי-על

0, 1, 3  x x x  . 

,0: ל תחום זה הןנמצאות בשפה שר שאהגדרה -איהנקודות  1, 3x x x  . 

  .נחשב גבולות בכל אחת מנקודות אלה

 :0xבנקודה 

 
  0 0 0

ln 1
lim lim lim ln

1 3 3x x x

x
f x x

x x    
   

 
 

 :1x בנקודה

 
  1 1 1

ln 1 ln
lim lim lim

1 3 2 1x x x

x x
f x

x x x  
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טל ילופשניתן לפצחו באמצעות כלל וודאות -זה מצב אי. 1xכאשר  0 -המונה והמכנה שואפים ל בשבר האחרון

הערך של השבר  1.01xעבור , למשל ,כך. ניתן גם לשער את ערכו של הגבול בדרך נומרית(. 608עמוד  ראו)

 :הוא
ln ln1.01

0.995
1 0.01

x

x
 


 :הוא 0.99xועבור  ,

ln ln0.99
1.005

1 0.01
 

 

x

x
. 

 -ההשערה היא ש
1

ln
lim 1

1


x

x

x
 ,כךב .השימוש בכלל לופיטל מאשר השערה זו.  

1

1
lim

2
 

x
f x. 

 

3x בנקודה :  

 
  

 
  

3 3 3

3 3 3

ln ln3 1
lim lim lim

1 3 2 3

ln ln3 1
lim lim lim

1 3 2 3

    

    

   
  

   
  

x x x

x x x

x
f x

x x x

x
f x

x x x

 

. 3x -ו 0xעוברות דרך הנקודות הנתונה מהתוצאות שהתקבלו נובע כי אסימפטוטות אנכיות של הפונקציה 

נקודה ריקה לסימפטוטה אנכית אלא לא גורמת לא 1xהגדרה -איה תנקוד
1

1,
2

 
 

 
 

שהגרף מתקרב של חישוב גבולות עוד ניתן להסיק מהתוצאות  .בגרף הפונקציה"( חור)"

3xלישר ו ,מטהכלפי בכיוון  yלציר    מטה וכלפי ן ימעלה מימהוא מתקרב כלפי

 .אלה תואם מסקנות 13 הגרף באיור. מאלמש

 

 

 1הערה 

או   תוצאה ,לגבול מצד אחד כלשהו מקבלים יבנקודה כלשהים של פונקציה יצדד-חדכאשר בחישוב גבולות 

, אבל ידיעת שני הגבולות . כיתקביעה שדרך נקודה זו עוברת אסימפטוטה אנשם ל שני גבול אין צורך לחשב

 . אסימפטוטהמשני צדי ה הפונקציה גרףשל התנהגות אופן האת  אפייןמאפשרת ל ,באותה נקודה

 2הערה 

  פונקציההלמשל . אלמנטרית ייתכן שאסימפטוטה עוברת דרך נקודת ההגדרהפונקציה שאינה במקרה של 

 
1, 0

1
, 0




 




       

       

x

f x
x

x

 

כי  ,אסימפטוטהלה מהווה  y-ציר הובכל זאת  ,0xמוגדרת בנקודה  
0 0

1
lim lim
x x

f x
x  

 .  לאסימפטוטה

 .לכל היותראחת  נקודה משותפת, כמובן, יכולה להיות הפונקציה גרףולשל פונקציה  אנכית

נסקור את תכונותיהן המרכזיות , שלושה סוגיםשל אסימפטוטות מ ןלאחר שהצגנו את ההגדרות ודרכי מציאת

  .2בטבלה 

 13 איור
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 אסימפטוטות אופקיות תכונה

y b  

 אסימפטוטות משופעות

y ax b   a 0 

 אסימפטוטות אנכיות

x x0 

של התקרבות 

הפונקציה  גרף

 וטותטפלאסימ

הגרף מתקרב לאסימפטוטה 

כאשר  וא/ו xכאשר 

  x. 

הגרף מתקרב לאסימפטוטה 

ו כאשר א/ו xכאשר 

  x. 

הגרף מתקרב 

 לאסימפטוטה כאשר

0x x  0ו א/ו
x x. 

מספר נקודות 

משותפות 

 אסימפטוטהל

 גרףו

 : מקרים אפשריים

אין  גרףללאסימפטוטה ו( 1)

       .אף נקודה משותפת

יש גרף ללאסימפטוטה ו( 2)

דות מספר סופי של נקו

 .משותפות

גרף יש ללאסימפטוטה ו( 3)

. אינסוף נקודות משותפות

הגרף : דוגמה
sin


x

y
x

 

 .0yוהישר 

 : מקרים אפשריים

אין אף  גרףללאסימפטוטה ו( 1)

                 .נקודה משותפת

גרף יש ללאסימפטוטה ו( 2)

מספר סופי של נקודות 

 .משותפות

גרף יש ללאסימפטוטה ו( 3)

. אינסוף נקודות משותפות

הגרף : דוגמה
sin

 
x

y x
x

 

yוהישר  x. 

 : מקרים אפשריים

 גרףללאסימפטוטה ו( 1)

 .אין אף נקודה משותפת

גרף ללאסימפטוטה ו( 2)

 אחתיש נקודה משותפת 

 2הערה  אור)בלבד 

 (.לעיל

מספר 

אסימפטוטות 

שונות של אותה 

 פונקציה

 : מקרים אפשריים

לפונקציה אין אף ( 1)

      .אסימפטוטה אופקית

לפונקציה יש ( 2)

  .אסימפטוטה אופקית אחת

לפונקציה יש שתי ( 3)

 .אסימפטוטות אופקיות

 : מקרים אפשריים

לפונקציה אין אף ( 1)

          .אסימפטוטה משופעת

לפונקציה יש אסימפטוטה ( 2)

  .משופעת אחת

לפונקציה יש שתי ( 3)

 .אסימפטוטות משופעות

 : מקרים אפשריים

אין אף לפונקציה ( 1)

  .אסימפטוטה אנכית

לפונקציה יש מספר ( 2)

של אסימפטוטות  סופי

  .אנכיות

לפונקציה יש אינסוף ( 3)

    אסימפטוטות אנכיות

תיאור דוגמאות ברי )

של פונקציות  'אסימפ

 .(4.3 בסעיף 'טריגו

 

ות אלה שונות רק כך שאסימפטוטנובעת מעובדה זו . ומשופעות יש אותן תכונות יסוד לאסימפטוטות אופקיות

אסימפטוטות במקרה של  0 -שונה מו ,אסימפטוטות אופקיותבמקרה של  0 -שווה ל אשר ,פי השיפועובא

בין . אחת של אסימפטוטות בעלות שיפוע למחלקהניתן לאחד אסימפטוטות משני סוגים אלה  .משופעות

כפי שרואים  ,בכל תכונות היסוד ותיהבדל משמע קיים אסימפטוטות אנכיות נטולות שיפועאסימפטוטות אלה לבין 

 . 2 בטבלה

 .אסימפטוטות לסוגיהןבפרקי הספר העוסקים במשפחות שונות של פונקציות יהיה טיפול נוסף ב

 ,הגרף שלה, נסיים את הפרק במשימות אחדות שמטרתן להעמיק את הבנת הקשרים שבין תבנית הפונקציה

וקריאת  ,הצגתם בגרף, המחשת גבולות ומנויות חשובות שלולפתח אצל לומדי אנליזה מי ,והאסימפטוטות שלה

 . תכונות של פונקציה מהגרף שלה

 תכונות יסודיות -  אסימפטוטות של פונקציות: 2טבלה 
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 גרף שלהאמצעות הבהפונקציה גבולות  הצגתאסימפטוטות של פונקציה ככלי ל

גבולות ההקשר בין  בסעיף זה. ף שלהגרהבניית וב פונקציהה ה יש תפקיד חשוב בחקירתפונקצי שלגבולות ל

בכל כיוון המטרה מושגת  .והצגת גבולות בגרף ,קריאת הגבולות מהגרף: ה מוצג בשני הכיווניםפונקציהוהגרף של 

 . בעזרת אסימפטוטות של פונקציה

 

 כשהאסימפטוטות נתונות שלה ףמהגרשל פונקציה קריאת גבולות 

  1תרגיל 

לפניכם גרף של פונקציה  f x (14איור ) שלו ותאסימפטוטהכל  בו צוינו.  

 :הגרף את ערכי הגבולות הבאים פי-עלקבעו 

 

 

 

 

 

 

 

2

2

0

0

lim ___

lim ___

lim ___

lim ___

lim ___

lim ___

x

x

x

x

x

x

f x

f x

f x

f x

f x

f x

































 

 

 2תרגיל 

גרף של פונקציה  כםלפני y f x המוגדרת בכל ציר ה-x , 1למעט x ( 15איור) . 

,1 דרך הנקודות 4  x x  עוברות אסימפטוטות אנכיות

  .של הגרף

1: אסימפטוטות אופקיות לגרף יש שתי y ב-   

 -ב 0y -ו .  

בנקודה 
1

2,
3

 
 
 

וידוע  ,(נקודה ריקה" )חור"בגרף יש  

 2 3f.  

: הפונקציה מוגדרת 4xבנקודה  
1

4
4

f.  

את גבולות הפונקציה  תארו f x  בנקודות

1, 2, 4   x x x וב- ו- . 

14איור   

x 

y 

15איור   

x 

y 
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 אסימפטוטותהצגת גבולות של פונקציה בגרף שלה באמצעות 

 3תרגיל 

פונקציה  של גרף וסרטט f x את התנאים הבאים המקיימת: 

(1)  f x מוגדרת בכל ציר ה-x , 2למעט הנקודות, 0, 3x x x   . 

(2 ) 
 

lim 1
x

f x
 

  

(3 )
 

 
 

 
2 2

1
lim lim

2x x

f x f x
 

   

   

(4 )   
0 0

lim 0,    lim
x x

f x f x
  

   

(5)    
3 3

lim ,    lim
x x

f x f x
  

   

(6 ) lim 0
x

f x


 

 על בסיס גבולות ואסימפטוטות  מגרף של פונקציה לתבנית שלה

  4 תרגיל

 .16את הפונקציה שהגרף שלה מופיע באיור , בין הפונקציות שברשימהמ, זהו

 .בדקו את בחירתכם באמצעות תוכנת מחשב .נמקו את בחירתכם

(1)  
 

2

1

1
f x

x



      (2)  

 
2

1




xe
g x

x
       (3 )  

 
2

1






xe
h x

x
 

(4)  
 

2

1

1

 


xp x e
x

       (5 )  
 

2

1

1

xq x e
x

 


 

 מבוצעת הערכת ובנוסף ,לעיל מחייבים קריאת גבולות הפונקציות מתוך הגרפים שלהן 4כדוגמת תרגיל  תרגילים

כרות עם פונקציות יתרגילים כאלה מאוד מועילים להעמקת הה. כללי ההתאמה שלהן פי-עלגבולות של פונקציות 

 .ותכונותיהן אלמנטריות

 יםכשהתלמיד, הדרכים לבנות תרגיל מסוג זה היא להציג על צג של מחשב גרף של פונקציה ללא התבניתאחת 

 . לגרף מהלזהות את הפונקציה המתאי יםמתבקש

 : ביצוע חוזר של שלושה שלבים ידי-על" ניסוי וטעייה" תמסוג זה ניתן לבצע בשיט משימה

 , העלאת השערה לגבי תבנית מתאימה( 1

 , התבנית המשוערת בתוכנת המחשב פי-עלף סרטוט גר( 2

 . השוואה בין הגרף המתקבל לבין הגרף הנתון( 3

 . תקבל גרף זהה לגרף הנתוןמשעד  .ראשון עם השערה חדשההחוזרים לשלב , אם שני הגרפים שונים

החיפוש אחר השערה מוצלחת יותר מההשערה הקודמת מחייב את המחפש להבין ממה נובעים ההבדלים בין 

ב אחר שינויים שחלים בגרף ולהתבונן בפרטים ולעק, הגרף של הפונקציה המשוערת לבין הגרף הנתון בתרגיל

 . בעקבות שינויים בתבניתה, הפונקציה

 .4 – 1להלן פתרונות התרגילים . לומדיםתחרות בין קבוצות  להציע תרגילים דומים במתכונת שלניתן 

16איור   
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  1פתרון תרגיל 

0x, אסימפטוטות אנכיותשתי לפי הגרף לפונקציה יש   2 -וx  ,1 ואסימפטוטה אופקיתy  ב- וב-  .

 :מכאן

 

 

 2תרגיל  פתרון

 :את הגבולות לפי התמונה הגרפית מוצאים

1x בנקודה   הגבול מימין שונה מהגבול משמאל ומכאן שלא קיים גבול לפונקציה. 

2xבנקודה  :    
2 2

1
lim lim

3x x
f x f x

  
   ולכן 

2

1
lim

3


x
f x. 

4xבנקודה  :    
4 4

1
lim , lim

4x x
f x f x

  
   .לכן  

4
lim
x

f x אינו קיים. 

-ב  וב-:  lim 1


 
x

f x , lim 0
x

f x


. 

  3תרגיל  פתרון

: כי לגרף יש שתי אסימפטוטות אופקיות ,נובע( 6) -ו (2)מהתנאים 

1y   ב-  , 0 -וy  ב-.  

: כי לגרף יש שתי אסימפטוטות אנכיות, נובע( 5) -ו (4)מהתנאים 

0x  3 -וx  . 

0xה הגרף מתקרב לאסימפטוט, (4) -בהתאם ל  בכיוון , רק מצד ימין

 לנקודה ריקהמתקרב  הוא כאשר מצד שמאל, כלפי מעלה 0,0 . 

3xלאסימפטוטה , (5) -בהתאם ל   צדדים ההגרף מתקרב משני

 .כלפי מטה - כלפי מעלה ומשמאל - מימין: בכיוונים נגדיים

2xהיות ולפי הנתון הנקודה    של הפונקציה הגדרה-היא נקודת אי ,

כי בנקודה  נובע( 3) -מ
1

2,
2

 
  
 

  .(נקודה ריקה) "חור"לגרף יש  

 . ילהדרישות שבתרג על כל כמובן אינסוף גרפים העונים, יש .מוצג גרף המקיים את כל התנאים האלה 17באיור 

 4תרגיל  פתרון

פונקציה . שאינן מתאימות לגרף נאתר פונקציות f x בשני הכיוונים 0 -שואפת ל :x, פונקציה המוצגת הו

פונקציה . xרק כאשר  0 -בגרף שואפת ל g x ל שואפת- , כאשרx ,פונקציה המוצגת בגרף הו

פונקציה ה. xכאשר  0 -שואפת ל h x  0בנקודהx   מקבלת ערך 0 1h  קציה פונכאשר ערך ה

הגבולות של הפונקציה . 2הוא  0xבנקודה המוצגת בגרף  q x  1בנקודהx משני הצדדים שווים ל- , 

                                  פונקציההנשארת רק  בכך. -לפונקציה המוצגת בגרף שני הגבולות שווים לכאשר 

  :כי ,תכונות של הפונקציה המוצגת בגרףלאכן תואמת  אשר

 

 -ו 0 2p . 

 (.4) המבוקשת היא פונקציהה

   

   

 
   

2 2

0 0

lim 0, lim

lim , lim 0

lim 1, lim 1

x x

x x

x x

f x f x

f x f x

f x f x

 

 

 

 

  

  

  

 

   

  

  

       
1 1

lim 0, lim , lim lim
x x x x

p x p x p x p x
    

   

 
 

2

1

1

xp x e
x

 


x 

17איור   

y 

x=3 

y=f(x
) 

y=-1 


