
  5פתרונות לתרגיל בית מספר 

  

  5.1שאלה 

 !)בדיקה קלה(הווקטורים הם בלתי תלויים   .א

מתקיים  3כאן הם כן תלויים היות ומעל   .ב   2,1,1 2 1,2,2. 

  

  )לא היה בתרגיל( 5.4שאלה 

0השאלה היא האם קיים צירוף 
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  .שאינו טריוויאלי
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  .המטריצות תלויות ליניארית

  

  6.4שאלה 

,{(1,0)}. דוגמא נגדית. לא נכון  .א {(1,0), (0,1)}A B   .) הריA B B ( 

)}1,1,{()}2,2{( :דוגמא נגדית. לא נכון  .ב  BA  .  

  

  )לא היה בתרגיל( 7.7שאלה 

  .V-את הבסיס ל B-ונסמן ב U -את הבסיס ל A -נסמן ב  .א

dimn: נסמן V . נניח בשלילה כיdim dimU V ,יש בבסיס של , משמעU יותר מ-n 

ולפי הגדרת הבסיס זוהי קבוצה בלתי , איברים nיש בדיוק  Vבבסיס של , מצד שני. איברים

U-היות ו. תלויה מקסימלית במרחב זה V ל גדולה "אינו יכול להכיל קבוצה בתהוא ,   

)  )dim()dim .סתירה להנחה. יותר VU . 

Uנתון   .ב V  ,ונניח dim dimU V n . נניח בשלילה שU V  לכן קייםv V כך ש

v U . ניקח בסיסB לU  ונסמן 1,..., nB u u ) שימו לב לשימוש בהנחה שהמימדים

)). שווים )v span B U   ולכן לפי סעיףd  מתקיים ש 3בתרגיל  3בשאלה 1,..., ,nu u v 

1nעם  Vל המוכלת ב"אבל אז זו קבוצה בת, ל"בת   איברים וזו סתירה מכיוון שהמימד

  ).ל יש לכל היותר איברים כגודל המימד"בקבוצה בת( nהוא  Vשל 

BspanU)( ןנסמ  .ג  י אזU V ש ומכיוון', לפי סעיף ב- B רבסיס עבו היא מהווה, ל"בת

U. 

   



  )לא היה בתרגיל( 7.9שאלה 

  :את הוקטורים בשורות מטריצה נשים
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 5מרחב השורות הוא כל ולכן  5לנו שמרחב השורות של המטריצה האחרונה הוא ממימד לכן קיב
גם השורות של , מכיוון שהמטריצה האחרונה שקולת שורה לראשונה). 'סעיף ב 7.7בהתאם לשאלה (

  .5הראשונה פורשות את כל 

אנחנו . וקטורים שיהוו בסיס 5כלומר לבחור , כעת אנו צריכים למצוא בסיס המוכל בקבוצה המקורית
 5ולכן ) כי היא התאפסה מבלי שנחליף שורות(רואים שהשורה השישית תלוייה בקודמותיה 

קל לראות שמבלי השורה השישית עדיין היינו מגיעים למטריצה . (הוקטורים הראשונים מהווים בסיס
כלומר ההבסיס המוכל הינו .) שורות שונות מאפס 5רגת עם מדו

 (1, 2,3, 4,5), (5, 4,3, 2,1), (1, 2,1, 2,1), (5,3, 2, 4,6), (6,5,3,6,7)  

 

    



  

  7.19שאלה 

1לכן ( 0kAהמספר הקטן ביותר שעבורו  kיהא  0kA  ( . קייםv  01עבורו  vAk ) למשל
ivניקח את  e  כאשר( ) 0iC A ( .  

},,,...,{נתבונן בקבוצה  12 vAvAAvv k .ל"נוכיח שהיא בת:  

1 לינארי המתאפס צירוף שקייםנניח 
1 2 ... 0k

kv Av A v      . 1נכפיל את שני האגפים בkA 

01זה ) 0kA:לאחר שיתאפסו כמעט כל האיברים כיוון ש(ומה שיישאר 
1  vAk ,ומהנתון 

01  vAk  1מקבלים 0  .  

1: ל החדש"כעת נתבונן בצ
2 ... 0k

kAv A v    .2נכפיל את כל הצירוף בkA  2ונקבל 0   וכן

  .הלאה עד שנאפס את כל המקדמים
  .ל כפי שרצינו"ולכן הקבוצה אכן בת, לכן הצירוף הלינארי היחיד שמתאפס הוא הטריוויאלי

לא יתכן , )n כי כל איבר בה הוא וקטור מאורך( nFכיוון שקבוצה זו פורשת תת מרחב של , כעת

11:כלומר, איברים n- שבקבוצה יש יותר מ  nk  

nk   0ולכןnA.  

  

  7.20שאלה 

V ו מעל "מF  ממימדn .נבנה בסיס ל-V :},...,{ 1 nvv .כל וקטור ב-V ניתן להצגה:
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 , כאשרFi  .F ו מעל "הוא מH  ממימדm.  בסיס לנבנהF  :},...,{ 1 muu . כל

: ניתן להצגהF-וקטור ב
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j iu v V נוכיח ש .מתוך תכונת כפל בסקלר |1 ,1j iu v i n j m V      מהווה בסיס מעל
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  .מכיוון ש

},...,{ 1 muu ל מעל "בתH  נקבל, : 0iji j   הלינארי היחיד שמתאפס הוא  ףולכן הצירו

  .הטריוויאלי

  .mnהוא  Hו מעל "כמ Vאיברים כלומר המימד של  nmניתן לראות שבבסיס יש 

2דוגמא טובה לכך היא לקחת  , ,V F H     . הרי 1,span i  מעל, 

 (1,0), (0,1)V span  מעל ו- (1,0), ( , 0), (0,1), (0, )V span i i  מעל.  

  



  7.21שאלה 

nnFV-כיוון ש: נוכיח לפי הקריטריון המקוצר  .א  ,ו-tV  אלו המטריצות המשוחלפות

nntאזי , למטריצות FV .  

tttעבור              VBA , ,F :  VBABABA ttt   ,        

           ttt VBA  מ"ולכן ת.  

:}:{יש להוכיח כי . Vבסיס של D  .ב ttt DAAD  הוא בסיס ל-tV .  

VA :עבור כל   DddA iii ,   t
ii

t dA   ; אזיtD  פורשת אתtV .

אזי קיים צירוף , נניח בשלילה כי היא לא: ל"נוכיח שהיא בת  0t
iid  לא טריוויאלי   

משני האגפים ונקבל שקיים צירוף  transposeנבצע   0iid  לא טריוויאלי בסתירה

tDאזי , ל"א בתהיD-לכך ש   .בסיס ולכן ל"בת  

)dim :'לפי סעיף ב  .ג ) dim( )t tD D V V  
 

 . 

  7.25שאלה 

 בדקתי  .א

1ניקח צירוף לינארי כלשהו   .ב 1( ) ( ) ... ( )n nf x f x f x    כלומר , ונניח שהוא מתאפס

הפונקציה ששולחת כל (וקטור האפס הינו פונקציה האפס , במקרה זה. שווה לוקטור האפס

:לכן יוצא ש ). ערך לאפס ( ) 0i ii f a   אבל: ( )i i ii f a    ולכן הצירוף הלינארי הוא

 ל"טריוויאלי והקבוצה הינה בת
פולינומים בתוכו הינה בסיס לפי  nל של "קבוצה בת, nמכיוון שהמימד של מרחב זה הינו   .ג

 .השלישי חינם משפט

1נסמן   .ד 2 31, 2, 3a a a   . 1אזי 2 36 17 34f f f f   

נפשט את הפולינומים ונראה שהוא שווה לפולינום מהסעיף הקודם לאחר , נפתור ,נציב  .ה
  .פישוט

  8.2.5שאלה 

V,10 ניקח: דוגמא נגדית. לא בהכרח  .א W    המקיימים: 

, dim( ) 8,dim( ) 9W V W V   .אזי dim( ) dim 8 7V W W   .  

:ש, לפי הנתון, אזי יכול להיות מצב,  10מכיוון ששניהם תתי מרחבים של . לא בהכרח  .ב
20)dim( WV. )קל למצוא כאלה, אם ניקח תתי מרחבים זרים.(  

  :דוגמא נגדית. כי צד שמאל אינו גורר את צד ימין, א בהכרחל  .ג

,5ניקח  dim( ) 2, dim( ) 3; ,W U W U W U V      .אזי מתקיים כי :

23)dim()dim()dim(5  WUV אבל ברור כי :WUV .  

)dim(5: ובגלל ש, 7בעל מימד  Vמכיוון ששניהם תתי מרחב של : הוכחה. נכון  .ד 1 V , אזי

7)dim(5 21  VV .4: וממשפט המימדים נובע כי)dim(2 21  VV .ל"מש.  



  8.4שאלה 

3121נתון כי  UUUU  .נפעיל את משפט המימדים על שני האגפים:  

1 2 1 2 1 3 1 3dim( ) dim( ) dim( ) dim( ) dim( ) dim( )U U U U U U U U       ולכן  

1 3 1 2 3 2dim( ) dim( ) dim( ) dim( )U U U U U U     ולכן  

2 3 1 2 1 3dim( ) dim( ) dim( ) dim( )U U U U U U    .  


