
 )פתרון(  1תרגיל  -מבוא לטופולוגיה           
 

 .𝑋𝑋קבוצה ה של קבוצות תת  𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐶𝐶יהיו   .1
 שקולותהטעינות הבאות  ארבעתש הפריכו/וחיכוה
    :מתקיימות)לא כולן מתקיימות או כולן , זאת אומרת( 

     1( 𝐴𝐴 ⊆ 𝐵𝐵   
     2( 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = 𝐴𝐴   
     3( 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 = 𝐵𝐵 
     4  (𝐵𝐵𝑐𝑐 ⊆  𝐴𝐴𝑐𝑐  

 פתרון 
 נוכיח את השקילות הטענות על ידי השרשרת הלוגית:

 2 (1 ⇐    (3 ⇐   (4 ⇐   (2 ⇐ .( 
2 ((1 ⇐  

𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵 ⇐ 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∧ 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵
(2
⇐𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴  

 
1 (⇐3(.  

𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 ⊇ 𝐵𝐵     : 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 ⇐ 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵    הגדרת האיחוד. לפי  
𝐵𝐵 ⊇ 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 ∶ 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∨ 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵 𝑥𝑥. אם  ⇐ ∈ 𝐵𝐵 .הכל הוכח 

𝑥𝑥אם  ∈ 𝐴𝐴  1, אז לפי (- 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵. 
 

3 (⇐4 ( 𝑥𝑥 ∉ 𝐵𝐵 ⇐ 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵𝑐𝑐 𝑥𝑥 ∉ 𝐴𝐴
(3
⇐⇐  𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴𝑐𝑐 

 
4 (⇐2( 
 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 ⊇ 𝐴𝐴 :    יהיה𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴. 
𝑥𝑥אם   ∈ 𝐵𝐵 אז ,𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 ⇐ 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∧ 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵 

𝑥𝑥 אם  ∉ 𝐵𝐵   אז𝑥𝑥 ∉ 𝐴𝐴 ⇐ 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴𝑐𝑐
(4
⇐𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵𝑐𝑐 ⇐.סתירה 

𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 ⊆ 𝐴𝐴 :   החיתוך לפי הגדרת:  
 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ⇐ 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∧ 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵 ⇐ 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 

 
 



𝑔𝑔:𝐴𝐴היו   י .2 → 𝐵𝐵,𝑓𝑓:𝐵𝐵 → 𝐶𝐶  .פונקציות 
 הפריכו: /הוכיחו

𝑓𝑓אם   א'  ∘ 𝑔𝑔  חח''ע, אז   היא 𝑔𝑔   חח''ע.היא 
𝑓𝑓אם   ב'  ∘ 𝑔𝑔   על, אז  היא  𝑓𝑓  על.היא 

 
 פתרון  
𝑓𝑓א' תהי  ∘ 𝑔𝑔  ש בשלילהחח''ע. נניח-𝑔𝑔  היא לא חח''ע. אזי קיימים𝐴𝐴 ∋ 𝑥𝑥,𝑦𝑦 

𝑥𝑥   -כך ש ≠ 𝑦𝑦  ו- 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑦𝑦)מכאן מקבלים  .: 
 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔 ⇐ 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑔𝑔(𝑥𝑥)) = 𝑓𝑓�𝑔𝑔(𝑦𝑦)� = 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔(𝑦𝑦)  .היא לא חח''ע

 סתירה.
 

𝑓𝑓ב' תהי  ∘ 𝑔𝑔    היא על ויהיה. 𝑦𝑦 ∈ 𝐶𝐶  אז קיים  𝑥𝑥: 
 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ,. 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦   𝑓𝑓�𝑔𝑔(𝑥𝑥)� =  𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) לכן אבל .𝑓𝑓 .היא על 
  
 

𝑓𝑓:𝐴𝐴תיהי:  .3 → 𝐵𝐵   פונקציה ו-  𝐶𝐶 ⊆ 𝐵𝐵ו  ,- 𝐷𝐷 ⊆ 𝐴𝐴 . 
�𝑓𝑓�𝑓𝑓−1(𝐶𝐶) -וכיחו שהאי   ⊆ 𝐶𝐶   ו- 𝑓𝑓−1�𝑓𝑓(𝐷𝐷)� ⊇ 𝐷𝐷  

�𝑓𝑓�𝑓𝑓−1(𝐶𝐶) -וכיחו שה  ב' = 𝐶𝐶   אם𝑓𝑓  פונקצית על 
�𝑓𝑓−1�𝑓𝑓(𝐷𝐷) -ו = 𝐷𝐷  אם𝑓𝑓 .פונקציה חח''ע 

�𝑓𝑓−1�𝑓𝑓(𝐷𝐷)ת כאשר  ונגדי אותתנו דוגמג'  ⊃  𝐷𝐷 
 

 פתרון
 א'
 𝑓𝑓�𝑓𝑓−1(𝐶𝐶)� ⊆ 𝐶𝐶 ..הוכחה 

𝑦𝑦יהיה  ∈ 𝑓𝑓�𝑓𝑓−1(𝐶𝐶)�קיים  . אזי𝑥𝑥 ∈ 𝑓𝑓−1(𝐶𝐶) כך ש-  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦  . 
𝑥𝑥  אבל  ∈  𝑓𝑓−1(𝐶𝐶) ⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶   . 

𝑦𝑦קיבלנו:  = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶 . 
𝑦𝑦 :זאת אמרת ∈ 𝑓𝑓�𝑓𝑓−1(𝐶𝐶)� ⇒ 𝑦𝑦 ∈ 𝐶𝐶 .∎ 

 
𝑓𝑓−1�𝑓𝑓(𝐷𝐷)� ⊇ 𝐷𝐷  .הוכחה 

  𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷 ⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝑓𝑓(𝐷𝐷) ⇒ 𝑥𝑥 ∈ 𝑓𝑓−1(𝑓𝑓(𝐷𝐷)) . 
 ∎לפי הגדרות של תמונה ותמונה הפוכה.  –שתי הגרירות 



  ב'
 𝑓𝑓�𝑓𝑓−1(𝐶𝐶)� = 𝐶𝐶  אם𝑓𝑓 פונקצית על 
�𝑓𝑓�𝑓𝑓−1(𝐶𝐶) -כיח קודם שונ ⊇ 𝐶𝐶. 
𝑦𝑦נניח    . הוכחה  ∈ 𝐶𝐶כיוון ש .- 𝑓𝑓 פונקצית על קיים𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋 כך ש- 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦. 
𝑥𝑥אזי  ∈ 𝑓𝑓−1(𝐶𝐶) ו לפח הגדרת תמונה הפוכה- 𝑦𝑦 ∈ 𝑓𝑓�𝑓𝑓−1(𝐶𝐶)� לכן .

𝑓𝑓�𝑓𝑓−1(𝐶𝐶)� ⊇ 𝐶𝐶 אבל לפי א' מתקיים גם .𝑓𝑓�𝑓𝑓−1(𝐶𝐶)� ⊆ 𝐶𝐶  ∎ 
𝑓𝑓−1�𝑓𝑓(𝐷𝐷)� = 𝐷𝐷  אם𝑓𝑓 פונקציה חח''ע  

�𝑓𝑓−1�𝑓𝑓(𝐷𝐷) -כיח קודם שונ ⊆ 𝐷𝐷. 
𝑥𝑥נניח    . הוכחה ∈ 𝑓𝑓−1�𝑓𝑓(𝐷𝐷)�   אזי𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝑓𝑓(𝐷𝐷) לכן קיים  .𝑥𝑥′ ∈ 𝐷𝐷  

𝑓𝑓(𝑥𝑥′) -כך ש = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)אבל מכיוון ש .-  𝑓𝑓 פונקציה חח''ע 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥′ ∈ 𝐷𝐷 .
�𝑓𝑓−1�𝑓𝑓(𝐷𝐷)לכן  ⊆ 𝐷𝐷 . 

�𝑓𝑓−1�𝑓𝑓(𝐷𝐷)אבל לפי א' מתקיים גם  ⊇ 𝐷𝐷 אזי .𝑓𝑓−1�𝑓𝑓(𝐷𝐷)� = 𝐷𝐷 ∎ 
:𝑓𝑓תהי  .ג' {0,1} → 𝐷𝐷-פונקציה ו {0} = {0} . 
�𝑓𝑓−1�𝑓𝑓(𝐷𝐷) יאז  = {0,1} ⊃ {0} = 𝐷𝐷  .∎ 

 

𝐴𝐴,𝐵𝐵   קבוצות  𝑋𝑋.𝑌𝑌יהיו  .4 ⊆ 𝑋𝑋;  𝐶𝐶,𝐷𝐷 ⊆ 𝑌𝑌  -  קבוצות  תת,𝐴𝐴𝛼𝛼(𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼) ו- 
𝐵𝐵𝛽𝛽(𝛽𝛽 ∈ 𝐽𝐽) בקבוצות  ת תתומשפח-𝑋𝑋 ,ו- 𝑓𝑓:𝑋𝑋 → 𝑌𝑌   - פונקציה.  

 :  הוכיחו
𝛼𝛼∈𝐼𝐼𝐴𝐴𝛼𝛼∀) ' א  ⊆ 𝐵𝐵) ⟹ (∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼)  ⊆ 𝐵𝐵 

𝛼𝛼∈𝐼𝐼𝐴𝐴𝛼𝛼∀)  יהי מתקיים  .כחהוה ⊆ 𝐵𝐵)  )* ( 
𝑥𝑥 ויהי ∈∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼 𝛼𝛼0 קיים אזי .   ∈ 𝐼𝐼 כך ש-  𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴𝛼𝛼0 אז . 
𝐴𝐴𝛼𝛼0 :)*(לפי  ⊆ 𝐵𝐵 ו- 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵 .∎ 

 
𝛼𝛼∈𝐼𝐼𝐴𝐴𝛼𝛼∀)   'ב ⊇ 𝐵𝐵) ⟹ (∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼)  ⊇ 𝐵𝐵 
𝛼𝛼∈𝐼𝐼𝐴𝐴𝛼𝛼∀)  יהי מתקיים  .כחהוה ⊇ 𝐵𝐵)  )** ( 

𝑥𝑥 ויהי ∈ 𝐵𝐵  . לכל  )**(לפי  אזי 𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴𝛼𝛼 . 
𝑥𝑥אז  ∈∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼 .∎ 

 



𝛼𝛼∈𝐼𝐼∪)' ג 𝐴𝐴𝛼𝛼)𝑐𝑐 =∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼𝑐𝑐 
 .כחהוה
 𝑥𝑥 ∈ (∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼)𝑐𝑐 ⟺ 𝑥𝑥 ∉∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼 ⟺ 
 ∀𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼: 𝑥𝑥 ∉ 𝐴𝐴𝛼𝛼 ⟺ ∀𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼: 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴𝛼𝛼𝑐𝑐 ⟺ 𝑥𝑥 ∈∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼𝑐𝑐. 

𝛼𝛼∈𝐼𝐼∪) זי א 𝐴𝐴𝛼𝛼)𝑐𝑐 ⊆∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼𝑐𝑐. 
 

𝛼𝛼∈𝐼𝐼∩)' ד 𝐴𝐴𝛼𝛼)𝑐𝑐 =∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼𝑐𝑐 
 .כחהוה
 𝑥𝑥 ∈ (∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼)𝑐𝑐 ⟺ 𝑥𝑥 ∉∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼 ⟺ 
 ∃𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼: 𝑥𝑥 ∉ 𝐴𝐴𝛼𝛼 ⟺ ∃𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼: 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴𝛼𝛼𝑐𝑐 ⟺ 𝑥𝑥 ∈∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼𝑐𝑐. 
 

𝐵𝐵' ה ∪ (∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼) =∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 (𝐵𝐵 ∪ 𝐴𝐴𝛼𝛼) 
 .כחהוה
 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵 ∪ (∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼) ⟺ 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵⋁ 𝑥𝑥 ∈∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼 ⟺ 
 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵 ⋁  ∀𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼: 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴𝛼𝛼 ⟺ ∀𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼: (𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵⋁𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴𝛼𝛼) ⟺ 

∀𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼: (𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵 ∪ 𝐴𝐴𝛼𝛼) ⟺ 𝑥𝑥 ∈∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 (𝐵𝐵 ∪ 𝐴𝐴𝛼𝛼) 
 
𝐵𝐵' ו ∩ (∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼) =∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼 (𝐵𝐵 ∩ 𝐴𝐴𝛼𝛼)  

 .כחהוה
 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵 ∩ (∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼) ⟺ 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵 ∧    𝑥𝑥 ∈∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼 ⟺ 
 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵 ∧ ∃𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼: 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴𝛼𝛼 ⟺ ∃𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼: (𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵 ∧ 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴𝛼𝛼) ⟺ 

∃𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼: (𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵 ∩ 𝐴𝐴𝛼𝛼) ⟺ 𝑥𝑥 ∈∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼 (𝐵𝐵 ∩ 𝐴𝐴𝛼𝛼) 
 
𝜶𝜶∈𝑰𝑰∩)' ז 𝑨𝑨𝜶𝜶) ∪ �∩𝜷𝜷∈𝑱𝑱 𝑩𝑩𝜷𝜷� = ∩𝜶𝜶∈𝑰𝑰,𝜷𝜷∈𝑱𝑱 (𝑨𝑨𝜶𝜶 ∪ 𝑩𝑩𝜷𝜷) 
𝐵𝐵 סמןנ =∩𝛽𝛽∈𝐽𝐽 𝐵𝐵𝛽𝛽 מקבלים:'ה'. -שתמש בנו 

 (∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼) ∪ �∩𝛽𝛽∈𝐽𝐽 𝐵𝐵𝛽𝛽� = ∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 �𝐴𝐴𝛼𝛼 ∪ �∩  𝛽𝛽∈𝐽𝐽𝐵𝐵𝛽𝛽�� .)***( 
   ונקבל 'ה'-נשתמש בשוב לאחר מכן 

𝛼𝛼לכל  ∈ 𝐼𝐼: 𝐴𝐴𝛼𝛼 ∪ �∩  𝛽𝛽∈𝐽𝐽𝐵𝐵𝛽𝛽� =∩𝛽𝛽∈𝐽𝐽 (𝐴𝐴𝛼𝛼 ∪ 𝐵𝐵𝛽𝛽) זה לאת  ציבנ-)***( 
𝛼𝛼∈𝐼𝐼∩) : ונקבל 𝐴𝐴𝛼𝛼) ∪ �∩𝛽𝛽∈𝐽𝐽 𝐵𝐵𝛽𝛽� = ∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 �∩𝛽𝛽∈𝐽𝐽 (𝐴𝐴𝛼𝛼 ∪ 𝐵𝐵𝛽𝛽)� מכן לפי .

את השיוויון מקבלים סופית  עולת החיתוךפשל  )תקחבוציאסוציאטיביות (
 הנדרש.



𝜶𝜶∈𝑰𝑰∪)' ח 𝑨𝑨𝜶𝜶) ∩ �∪𝜷𝜷∈𝑱𝑱 𝑩𝑩𝜷𝜷� = ∪𝜶𝜶∈𝑰𝑰,𝜷𝜷∈𝑱𝑱 (𝑨𝑨𝜶𝜶 ∩ 𝑩𝑩𝜷𝜷) 
𝐵𝐵 סמןנ =∪𝛽𝛽∈𝐽𝐽 𝐵𝐵𝛽𝛽 מקבלים:'. ו'-שתמש בנו 

 (∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼) ∩ �∪𝛽𝛽∈𝐽𝐽 𝐵𝐵𝛽𝛽� = ∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼 �𝐴𝐴𝛼𝛼 ∩ �∪  𝛽𝛽∈𝐽𝐽𝐵𝐵𝛽𝛽�� .)****( 
   ונקבל 'ו'-נשתמש בשוב לאחר מכן 

𝛼𝛼לכל  ∈ 𝐼𝐼: 𝐴𝐴𝛼𝛼 ∩ �∪  𝛽𝛽∈𝐽𝐽𝐵𝐵𝛽𝛽� =∪𝛽𝛽∈𝐽𝐽 (𝐴𝐴𝛼𝛼 ∩ 𝐵𝐵𝛽𝛽) זה לאת  ציבנ-)****( 
𝛼𝛼∈𝐼𝐼∪) : ונקבל 𝐴𝐴𝛼𝛼) ∩ �∪𝛽𝛽∈𝐽𝐽 𝐵𝐵𝛽𝛽� = ∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼 �∪𝛽𝛽∈𝐽𝐽 (𝐴𝐴𝛼𝛼 ∩ 𝐵𝐵𝛽𝛽)� מכן לפי .

את השיוויון מקבלים סופית  דואחעולת הפשל  )תקחבוציאסוציאטיביות (
 הנדרש.

 
𝐴𝐴' ט ⊆ 𝐵𝐵 ⟹ 𝑓𝑓(𝐴𝐴) ⊆ 𝑓𝑓(𝐵𝐵)  

 הוכחה
𝐴𝐴 -ש חיננ ⊆ 𝐵𝐵 ו- 𝑦𝑦 ∈ 𝑓𝑓(𝐴𝐴) אזי קיים .𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 כך ש-𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) אז .

𝑥𝑥ם גם מתקיי ∈ 𝐵𝐵  ולכן𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝑓𝑓(𝐵𝐵) ∎ 
 
𝐶𝐶' י ⊆ 𝐷𝐷 ⟹ 𝑓𝑓−1(𝐶𝐶) ⊆ 𝑓𝑓−1(𝐷𝐷) 

 הוכחה
𝐶𝐶 -ש חיננ ⊆ 𝐷𝐷 ו- 𝑥𝑥 ∈ 𝑓𝑓−1(𝐶𝐶) אזי .𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶  ולכן 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝐷𝐷 . 
𝑥𝑥י אז ∈ 𝑓𝑓−1(𝐷𝐷) ∎ 

 
𝑓𝑓(∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼' כ 𝐴𝐴𝛼𝛼) =∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝑓𝑓(𝐴𝐴𝛼𝛼)  

 הוכחה
𝑦𝑦 ∈  𝑓𝑓(∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼) ⇔ ∃𝑥𝑥 ∈∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼:𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ⇔ 

∃𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼:∃𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴𝛼𝛼:𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ⇔ ∃𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼:𝑦𝑦 ∈ 𝑓𝑓(𝐴𝐴𝛼𝛼) ⇔ 
𝑦𝑦 ∈∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝑓𝑓(𝐴𝐴𝛼𝛼) 

 ש''ל.מ
 
𝑓𝑓(∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼' ל 𝐴𝐴𝛼𝛼) ⊆∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝑓𝑓(𝐴𝐴𝛼𝛼)  

𝑦𝑦 ∈ 𝑓𝑓(∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼) ⇒ ∃𝑥𝑥 ∈∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐴𝐴𝛼𝛼:𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ⇒ 
∃𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋:∀ 𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼: 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴𝛼𝛼 ∧ 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ⇒ 
:∀ 𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼:𝑦𝑦 ∈ 𝑓𝑓(𝐴𝐴𝛼𝛼) ⇒ 𝑦𝑦 ∈∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝑓𝑓(𝐴𝐴𝛼𝛼) 

 מש''ל.



𝑓𝑓−1(∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 ' מ 𝐶𝐶𝛼𝛼) =∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝑓𝑓−1(𝐶𝐶𝛼𝛼)  
 כחהוה

𝑥𝑥 ∈  𝑓𝑓−1(∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐶𝐶𝛼𝛼) ⇔ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐶𝐶𝛼𝛼 ⇔ ∀𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼:𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶𝛼𝛼 ⇔ 
⇔ ∀𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼: 𝑥𝑥 ∈ 𝑓𝑓−1(𝐶𝐶𝛼𝛼) ⇔ 𝑥𝑥 ∈∩𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝑓𝑓−1(𝐶𝐶𝛼𝛼) 

 מש''ל.
 
𝑓𝑓−1(∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼' נ 𝐶𝐶𝛼𝛼) =∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝑓𝑓−1(𝐶𝐶𝛼𝛼)   
 כחהוה

𝑥𝑥 ∈  𝑓𝑓−1(∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐶𝐶𝛼𝛼) ⇔ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝐶𝐶𝛼𝛼 ⇔ ∃𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼:𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶𝛼𝛼 ⇔ 
⇔ ∃𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼: 𝑥𝑥 ∈ 𝑓𝑓−1(𝐶𝐶𝛼𝛼) ⇔ 𝑥𝑥 ∈∪𝛼𝛼∈𝐼𝐼 𝑓𝑓−1(𝐶𝐶𝛼𝛼) 

 מש''ל.
 

 -וכיחו שהמרחב מטרי   (𝑀𝑀,𝑑𝑑)יהיה  .5
,𝑥𝑥 לכל  א' 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ 𝑀𝑀   :מתקיים|𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑧𝑧)| ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)  

,𝑑𝑑(𝑥𝑥לפי אי שיוויון המשולש:. הוכחה 𝑦𝑦) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) + 𝑑𝑑(𝑧𝑧,𝑦𝑦)  
 מקבלים: )𝑑𝑑 של טריותמסייחד עם ( ולכן

 𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) − 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 𝑑𝑑(𝑧𝑧,𝑦𝑦) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) )5.1( . 
,𝑑𝑑(𝑦𝑦 -באותה לוגיקה מ 𝑧𝑧) ≤ 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑥𝑥) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) :נובע 

  𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑧𝑧) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) )5.2(. 
,𝑑𝑑(𝑥𝑥|מקבלים:  )5.2(-ו )5.1(-מ 𝑦𝑦) − 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑧𝑧)| ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)   .מש''ל , 

 
,𝑥𝑥1,𝑥𝑥2 לכל  ב' … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ 𝑀𝑀  :מתקיים   

  𝑑𝑑(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥2,𝑥𝑥3) + ⋯+ 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛−1,𝑥𝑥𝑛𝑛) . 
 הוכחה.

 ) 𝑛𝑛האינדוקציה לפי (  הוכחה באינדוקציה
𝑛𝑛 . אםהאינדוקציהבסיס  =  משולש.ההטעינה נכונה לפי אישוויון   3

𝑛𝑛כאשר תהי הטעינה נכונה  האינדוקציה.ד עצ = 𝑘𝑘:ז''א , 
𝑑𝑑(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑘𝑘) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥2,𝑥𝑥3) + ⋯+ 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑘𝑘−1,𝑥𝑥𝑘𝑘)  .אזי 

𝑑𝑑(𝑥𝑥1,𝑥𝑥𝑘𝑘+1) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑘𝑘) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑘𝑘+1)
≤  𝑑𝑑(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3) + ⋯+ 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑘𝑘−1, 𝑥𝑥𝑘𝑘) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑘𝑘 ,𝑥𝑥𝑘𝑘+1) 

𝑛𝑛  כאשרגם  הטעינה נכונהז.א.,  = 𝑘𝑘 + 1. ∎ 



 
𝑥𝑥𝑛𝑛מרחב מטרי. הסדרה  𝑀𝑀יהיה  הגדרה.  .6 ∈ 𝑀𝑀   קבועה לבסוףנקראת 

𝑛𝑛0אם קיים  ∈ ℕ  וקיים𝑎𝑎 ∈ 𝑀𝑀   שכך- 𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0 ⇒ 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑎𝑎  . 
 

 סדרה קבועה לבסוף מתכנסת.וכיחו שהא'  
 הוכחה.

𝑎𝑎סדרה קבועה לבסוף. אזי קיימים  𝑥𝑥𝑛𝑛 תהי ∈ 𝑀𝑀  ו- 𝑛𝑛0 ∈ ℕ כך ש- 𝑛𝑛 ≥
𝑛𝑛0 ⇒ 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑎𝑎   . יהיה ℝ ∋ 𝜀𝜀 > 𝑛𝑛  . אז :0 ≥ 𝑛𝑛0 ⇒ 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑎𝑎) = 0 < 𝜀𝜀 . 

limלכן לפי הגדרת גבול הסדרה: 
𝑛𝑛→∞

𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑎𝑎   .∎ 
 

𝜀𝜀0קיים ו 𝑥𝑥-המתכנסת ל (𝑀𝑀,𝑑𝑑)סדרה במ''מ   𝑥𝑥𝑛𝑛תהי ב'  > כך שלכל     0
𝑥𝑥𝑚𝑚 ≠ 𝑥𝑥𝑛𝑛   מתקיים 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑚𝑚, 𝑥𝑥𝑛𝑛) ≥ 𝜀𝜀0 . סדרה ש וכיחוה𝑥𝑥𝑛𝑛  .קבועה לבסוף 

 הוכחה.

𝑛𝑛0שקיים   נוכיה ∈ ℕ כך ש- 𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0 ⇒ 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑥𝑥 .מכיוון ש- 𝑥𝑥 → 𝑥𝑥𝑛𝑛 
𝑛𝑛0קיים    ∈ ℕ כך ש-  𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0 ⇒ 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ 𝐵𝐵(𝑥𝑥, 𝜀𝜀0

2
מזה נובע שאם ניקח שני  .(

,𝑚𝑚מספרים טבעיים  𝑘𝑘 ≥ 𝑛𝑛0  , אז𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑚𝑚, 𝑥𝑥𝑘𝑘) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑚𝑚, 𝑥𝑥) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑥𝑥𝑘𝑘) < 𝜀𝜀0. 
𝑥𝑥𝑚𝑚לו היה  ≠ 𝑥𝑥𝑘𝑘 היה   אז לפי התנאי𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑚𝑚, 𝑥𝑥𝑘𝑘) ≥ 𝜀𝜀0.  לכל   לכן

𝑚𝑚, 𝑘𝑘 ≥ 𝑛𝑛0 מתקיים 𝑥𝑥𝑚𝑚 = 𝑥𝑥𝑘𝑘 ∎ 
 

{𝑥𝑥𝑛𝑛}. תהי 𝑥𝑥-המתכנסת ל (𝑀𝑀,𝑑𝑑)סדרה במ''מ   𝑥𝑥𝑛𝑛ג' תהי  ⊆ 𝑀𝑀  קבוצהתת 
 קבועה לבסוף.  𝑥𝑥𝑛𝑛סדרה וכיחו שה .סופית

 צהו. נסתכל בקב𝐴𝐴 -ב {𝑥𝑥𝑛𝑛} את הקבוצה    מןנס הוכחה.
 𝐾𝐾 = {𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴|𝑑𝑑(𝑎𝑎, 𝑥𝑥) > 0}  . 

𝐾𝐾אם  = 𝑛𝑛אז לכל  ∅ ∈ ℕ   𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑎𝑎 ,  .והכול הוכח 
𝐾𝐾אם   ≠ minאת המספר   𝜀𝜀-נסמן ב ∅

𝑎𝑎∈𝐾𝐾
 {𝑑𝑑(𝑎𝑎, 𝑥𝑥)}  . 

𝑛𝑛0קיים  התכנסות)ה(מ אזי ∈ ℕ כך ש- 𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0 ⇒ 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ 𝐵𝐵(𝑥𝑥, 𝜀𝜀)אזי . 
 𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0 ⇒ 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∉ 𝐾𝐾 ⇒ 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑥𝑥) = 0 ⇒ 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑥𝑥 . ל.שמ'' 
 

𝜌𝜌:ℝ2ה ינקצו. הפתזכורת .7 → ℝ  כך שלכל 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ ℝ  : 



 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = |𝑥𝑥 − 𝑦𝑦|  קה על יא מטריהℝ. 
 
𝑎𝑎 -ו  מרחב מטרי𝑀𝑀  יהיה  ∈ 𝑀𝑀  . פונקציהנגדיר  𝑓𝑓: (𝑀𝑀,𝑑𝑑) → (ℝ, 𝜌𝜌)   כך 

:שלכל  𝑥𝑥 ∈ 𝑀𝑀 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑎𝑎) .הוכיחו ש- 𝑓𝑓 פה.ירצ 
 

) יוכיח רציפות של ההרצאהלפי (רציפה בכל נקודה וזה 𝑓𝑓 -נוכיח ש הוכחה.
 .פונקציהה

𝑀𝑀-נניח ש ∋ 𝑥𝑥 ו-  𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑥𝑥 הבהרצאהיה . לפי קריטריון התכנסות הסדרות ש, 
𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑥𝑥)זה גורר:   →  -ש )ב'5שאלה שיוויון המשולש נובע (ראה  מאי.  0

|𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥 ,𝑎𝑎)| ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑥𝑥) .  לפי תכונות הסדרות המתכנסות אבל 
𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑎𝑎)|  -ש זה אומר(הידועות מקורסים קודמים), ℝ -ב − 𝑑𝑑(𝑥𝑥 ,𝑎𝑎)| → 0 .

 -בעה שוומזה נ
 𝜌𝜌�𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛),𝑓𝑓(𝑥𝑥)� = |𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| = |𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥 ,𝑎𝑎)| → 0 . 
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛) קיבלנו:תכנסות הקריטריון ה לפי אותו  . → 𝑓𝑓(𝑥𝑥)   במטריקה𝜌𝜌. 
𝑥𝑥𝑛𝑛 :ז''א  → 𝑥𝑥 ⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛) → 𝑓𝑓(𝑥𝑥). 

 ''ל.שמ .𝑥𝑥בנקודה   פהירצ𝑓𝑓 -) שמזה נובעה (ההרצאה


