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 הגדרה

 מרחב מכפלה פנימית. 𝑉/𝔽יהי 

𝑊יהי  ⊂ 𝑉  ,תת מרחב𝑘 = 𝑑𝑖𝑚𝑊.  יהי𝑆 = {𝑤1,⋯ ,𝑤𝑘}  בסיס אורתוגונלי של𝑊. 

𝑣נגדיר, לכל  ∈ 𝑉 :𝜋𝑆(𝑣) =
<𝑣,𝑤1>

<𝑤1,𝑤1>
⋅ 𝑤1 +⋯+

<𝑣,𝑤𝑘>

<𝑤𝑘,𝑤𝑘>
⋅ 𝑤𝑘. 

𝑤 -אומרים ש  = 𝜋𝑆(𝑣)  של ההיטל הוא𝑣  על𝑊.   

 דוגמה

𝑉 = ℝ2 

𝑊 = ℝ1   ציר(𝑥.) 

𝑤1יהי  ∈ 𝑊 .וקטור חידה 

 

S = {𝑤1}. 

𝜋𝑆(𝑣) =
< 𝑣, 𝑤1 >

< 𝑤1, 𝑤1 >
⋅ 𝑤1 =

𝛼1
1
⋅ 𝑤1 = 𝛼1 ⋅ 𝑤1 

 תכונות של היטל

1. 𝜋𝑆(𝑣) = 𝑣 ⟺ 𝑣 ∈ 𝑊. 

 הוכחה

⟸  

𝜋𝑆(𝑣) -נניח ש  = 𝑣. 

𝑣 -נוכיח ש  ∈ 𝑊. 

𝜋𝑆(𝑣)אבל, לפי הבנייה,  ∈ 𝑊 :לכן ,𝑣 ∈ 𝑊. 
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⟹  

𝑣 -נניח ש  ∈ 𝑊. 

𝜋𝑆(𝑣) -נוכיח ש  = 𝑣. 

𝑣 -קודם, נניח ש  ∈ 𝑆.  ,ז"א𝑣 = 𝑤𝑖 , (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘). 

𝜋𝑆(𝑤𝑖) =
< 𝑤𝑖, 𝑤1 >

< 𝑤1, 𝑤1 >
⋅ 𝑤1

⏞          
=0

+⋯+
< 𝑤𝑖, 𝑤𝑖 >

< 𝑤𝑖, 𝑤𝑖 >
⋅ 𝑤𝑖 +⋯+

< 𝑤𝑖, 𝑤𝑘 >

< 𝑤𝑘, 𝑤𝑘 >
⋅ 𝑤𝑘

⏞          
=0

= 𝑤𝑖

= 𝑣 

:𝜋𝑆 -נוכיח ש  𝑉 → 𝑊 .היא העתקה לינארית 

𝜋𝑆(𝛼 ⋅ 𝑣 + 𝛼
′ ⋅ 𝑣′)

=
< 𝛼 ⋅ 𝑣 + 𝛼′ ⋅ 𝑣′, 𝑤1 >

< 𝑤1, 𝑤1 >
⋅ 𝑤1 +⋯+

< 𝛼 ⋅ 𝑣 + 𝛼′ ⋅ 𝑣′, 𝑤𝑘 >

< 𝑤𝑘, 𝑤𝑘 >
⋅ 𝑤𝑘 

= α ⋅
< 𝑣,𝑤1 >

< 𝑤1, 𝑤1 >
⋅ 𝑤1 + 𝛼

′ ⋅
< 𝑣′, 𝑤1 >

< 𝑤1, 𝑤1 >
⋅ 𝑤1 +⋯+ α ⋅

< 𝑣,𝑤𝑘 >

< 𝑤𝑘 , 𝑤𝑘 >
⋅ 𝑤𝑘 + 𝛼

′ ⋅
< 𝑣′, 𝑤𝑘 >

< 𝑤𝑘 , 𝑤𝑘 >
⋅ 𝑤𝑘  

𝜋𝑆(𝛼 ⋅ 𝑣 + 𝛼
′ ⋅ 𝑣′) = α ⋅ πS(𝑣) + 𝛼

′ ⋅ 𝜋𝑆(𝑣
′) 

𝑣 ,𝑣לכן, לכל  = 𝛼1 ⋅ 𝑤1 +⋯+ 𝛼𝑘 ⋅ 𝑤𝑘:נקבל , 

𝜋𝑆(𝑣) = 𝜋𝑆(𝛼1 ⋅ 𝑤1 +⋯+ 𝛼𝑘 ⋅ 𝑤𝑘) = 𝛼1 ⋅ 𝜋𝑆(𝑤1) + ⋯𝛼𝑘 ⋅ 𝜋𝑆(𝑤𝑘) 

𝜋𝑆(𝑣) = 𝛼1 ⋅ 𝑤1 +⋯𝛼𝑘 ⋅ 𝑤𝑘 = 𝑣 

∎. 

𝑧נסמן:  .2 = 𝑣 − 𝜋𝑆(𝑣). 

𝑧אזי:  ∈ 𝑊⊥. 

 הוכחה

𝑊 = 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑆),  :וכן𝑊⊥ = (𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑆))
⊥
= 𝑆⊥:לכן, מספיק לבדוק ש . 

  < 𝑧,𝑤𝑖 > = 𝑖לכל:  ,0 = 1,⋯ , 𝑘. 

< 𝑧,𝑤𝑖 > = < 𝑣 − 𝜋𝑆(𝑣), 𝑤𝑖 > 

< 𝑧,𝑤𝑖 > = < 𝑣,𝑤𝑖 > − < 𝜋𝑆(𝑣), 𝑤𝑖 > 

< 𝑧,𝑤𝑖 > = < 𝑣,𝑤𝑖 > −< (
< 𝑣,𝑤1 >

< 𝑤1, 𝑤1 >
⋅ 𝑤1 +⋯+

< 𝑣,𝑤𝑖 >

< 𝑤𝑖 , 𝑤𝑖 >
⋅ 𝑤𝑖 +⋯+

< 𝑣,𝑤1 >

< 𝑤𝑘 , 𝑤𝑘 >
⋅ 𝑤𝑘) , 𝑤𝑖 > 
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< 𝑧, 𝑤𝑖 > = < 𝑣,𝑤𝑖 > −
< 𝑣,𝑤𝑖 >

< 𝑤𝑖 , 𝑤𝑖 >
⋅< 𝑤𝑖, 𝑤𝑖 > = 0   

∎ 

 המחשה 
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 תהליך גראם שמידט

 .𝑉בסיס כלשהו של  𝐵מרחב מכפלה פנימית.  𝑉/𝔽יהי נתונים: 

 .𝑉בסיס אורתונורמלי של  𝐵 –נרצה: לקבל מ 

𝐵̃ :𝐵̃ גונליבסיס אורתו 𝐵 –בשלב הראשון, נקבל מ  = {𝑣1̃, ⋯ , 𝑣𝑘̃} ואחר ננרמל אותו כדי לקבל ,

 בסיס אורתונורמלי.

𝑣1̃נגדיר:  = 𝑣1. 

𝑆 = {𝑣1̃}. 

𝑊זהו בסיס אורתוגונלי של  = 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑆)( .𝑣1 ≠  בלתי תלויה לינארית(. 𝐵, שכן 0

 ננמק לפי אינדוקציה:

𝑆𝑖נניח שקיים בסיס אורתוגונלי  = {𝑣1̃, ⋯ , 𝑣𝑖̃}  של𝑊𝑖 = 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑆𝑖). 

𝑆𝑖+1 -כל ש  𝑣𝑖+1נבנה  = {𝑣1̃, ⋯ , 𝑣𝑖̃, 𝑣𝑖+1̃ 𝑊𝑖+1בסיס אורתוגונלי של  { = 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑆𝑖+1). 

 ע"י הנוסחה הבאה:  𝑣𝑖+1̃נגדיר 

𝑣𝑖+1̃ = 𝑣𝑖+1 − 𝜋𝑆𝑖(𝑣𝑖+1) 

𝑣𝑖+1̃לפי הבנייה,  ∈ 𝑊𝑖
𝑣𝑖+1. לכן, ⊥ ∈ 𝑆𝑖

𝑆𝑖+1, ז"א, הקבוצה: ⊥ = {𝑣1̃, ⋯ , 𝑣𝑖̃, 𝑣𝑖+1̃ היא  {

 קבוצה אורתוגונלית.

0 -צריך לבדוק ש  ∉ 𝑆𝑖+1 . 

𝑣1̃ ≠ 0 ∧⋯∧ 𝑣𝑖̃ ≠  בלתי תלויה לינארית. 𝑆𝑖שכן  0

𝑣𝑖+1̃ -לכן, מספיק לבדוק ש  ≠ 𝑣𝑖+1 -, או, במילים אחרות, ש 0 ≠ 𝜋𝑆𝑖(𝑣𝑖+1). 

𝑣𝑖+1 -נניח בשלילה ש  ≠ 𝜋𝑆𝑖(𝑣𝑖+1). 

𝑣𝑖+1זה יתכן אם ורק אם  ∈ 𝑊𝑖 . 

𝑣𝑖+1 -נציין ש  ∉ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑖} :שכן הקבוצה ,{𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1}  בלתי תלויה לינארית

 כחלק מבסיס.

,𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣1 -לכן, מספיק להוכיח ש  ⋯ , 𝑣𝑖} = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣1̃,⋅⋅⋅, 𝑣𝑖̃}⏞        
𝑊𝑖

. 
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 נוכיח את השוויון באינדוקציה:

𝑖: בסיס = 1. 

𝑣1 = 𝑣1̃ :לכן ,𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣1} = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣1̃}. 

𝑖, ונוכיח נכונות הטענה עבור 𝑖: נניח נכונות הטענה עבור צעד + 1 . 

,𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣1 -כלומר, נניח ש  ⋯ , 𝑣𝑖} = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣1̃, ⋯ , 𝑣𝑖̃} . 

𝑣𝑖̃ = 𝑣𝑖 − 𝜋𝑆𝑖−1(𝑣𝑖)
⏞      

∈𝑊𝑖−1=𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣1̃,⋯,𝑣𝑖−1̃}=𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣1,⋯,𝑣𝑖−1}

 

𝑣𝑖לכן,  ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣𝑖 ,𝑊𝑖−1} ⊂ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑖−1, 𝑣𝑖}. 

𝑣𝑖להפך,  = 𝑣𝑖̃ + 𝜋𝑆𝑖−1(𝑣𝑖) ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣1̃, ⋯ , 𝑣𝑖−1̃ ,𝑣𝑖̃}. 

 

 .𝑊𝑖+1בסיס אורתוגונלי של  𝑆𝑖+1 -הוכחנו ש 

𝑊𝑛 -, נגיע ל 𝑛 –בצעד ה  = 𝑉 ולבסיס ,𝑆𝑛 = {𝑣1̃, ⋯ , 𝑣𝑛̃}  אורתוגונלי של𝑉. 

 

∎ 

 המחשה 

 

 


