
4הרצאה   

 סדר של איבר ושל חבורה

 הגדרה

 .סדר של חבורה הוא מס' האיברים בה 

  סדר של איברg  בחבורה הוא𝑜(𝑔) = {
min⁡{𝑘 ∈ ℕ ∶ 𝑔𝑘 = 0}
∞⁡⁡𝑖𝑓⁡𝑡ℎ𝑒𝑟𝑒⁡𝑖𝑠
⁡𝑛𝑜⁡𝑠𝑢𝑐ℎ⁡𝑘

 

 

 דוגמא

𝑈10ב = 𝑜(9)מתקיים  {1,3,7,9} = 2, 𝑜(3) = 4 

𝑜(1)מתקיים  (+,ℤ)ב = ∞ 

 

 טענה

𝑎𝑘בחבורה  = 𝑒 ⇔ 𝑜(𝑎)|𝑘 

 הוכחה

 ראשון בכיוון

𝑜(𝑎)|𝑘 ⇒ ∃𝑞 ∈ ℤ ∶ 𝑘 = 𝑜(𝑎) ∗ 𝑞 ⇒ 𝑎𝑘 = (𝑎𝑜(𝑎))
𝑘
= 𝑒𝑞 = 𝑒 

 בכיוון הנגדי

𝑎𝑘 = 𝑒 ⇒ 𝑎(𝑎) < 𝑘 

0נתייחס לפירוק מקסימלי :  ≤ 𝑟 < 𝑜(𝑎), 𝑘 = 𝑜(𝑎) ∗ 𝑞 + 𝑟 

𝑒נתון :  = 𝑎𝑘 = (𝑎𝑜(𝑎))
𝑞
𝑎𝑟 ⇒ 𝑎𝑟 = 𝑒 

 k=o(a)q, ולכן o(a) r=0של הסדר  eאבל בהתאם למינימליות 

 הערה
 צקלית היא חבורה צקלית.תמונה הומומורפית של חבורה 

𝑓: 𝐺⏞
=<𝑎>

↠ 𝐻 ⇒ 𝐻 =< 𝑓(𝑎) > 

 הוכחה

∀𝐺 ∈ 𝐺 ∶ ⁡⁡𝑔 = 𝑎𝑖 → 𝑓(𝑎)𝑖 ⇒ 𝐼𝑚(𝑓) = 𝐻 =< 𝑓(𝑎) > 

 משפט
 

∀𝑛,𝑚 ∈ ℤ ∶ ⁡ (𝑛,𝑚) = 1 ⇔ ℤ𝑛 × ℤ𝑚 ≅ 𝑍𝑛𝑚 עבור חיבור 



 הוכחה

 .CRTהוכחנו באמצעות  ⇐ 

⇒  

 ℤ𝑛 × ℤ𝑚 ≅ 𝑍𝑛𝑚 =< 𝑖 >⇒ ∃(𝑎, 𝑏) ∈ ℤ𝑛 × ℤ𝑚 ∶ 𝑜(𝑎, 𝑏) = 𝑛𝑚 

⇒ (𝑎, 𝑏)[𝑛,𝑚] = ([𝑛,𝑚]𝑎, [𝑛,𝑚]𝑏) = (𝑛𝑞1𝑎,𝑚𝑔2𝑏) = (0,0) 

𝑜(𝑎, 𝑏) = 𝑛𝑚 ≤ [𝑛,𝑚] ⇒ 𝑛𝑚 = [𝑛,𝑚] ⇔ (𝑛,𝑚) = 1 

 מיון חבורת ציקליות

 משפט
𝐺תהא  =< 𝑎  חבורה צקלית, אזי : ⁡<

𝐺אינסופית, אזי  Gאם  .א ≅ ℤ 

𝐺, אזי nמסדר  Gאם  .ב ≅ ℤ𝑛 

 הוכחה

:𝑓נגדיר  .א ℤ → 𝐺 ∶ 𝑘 ↦ 𝑎𝑘 

𝑓(𝑚 + 𝑛) = 𝑎𝑚+𝑛 = 𝑎𝑚𝑎𝑛 = 𝑓(𝑚)𝑓(𝑛) 

 הומו' )משמר פעולה(. fלכן 

a ,𝐼𝑚(𝑓)כיוון שניתן להגיע לכל חזקה שלמה של  =< 𝑎 >= 𝐺 

𝑚אפי' )על(. בנוסף אם  fכלומר  ≠ 𝑛  אז בהכרח𝑎𝑚 ≠ 𝑎𝑛  שכן אחרתG  היית סופית )חזקות חוזרות על

 מונו' ובסה"כ איזו'. fעצמן נכנסים ללולאה סופית( בסתירה לנתון, מכאן 

:𝑓שוב נגדיר את ההעתקה  .ב ℤ𝑛 → 𝐺 ∶ 𝑘 ↦ 𝑎𝑘 

,𝑘1∀שימור פעולה:  𝑘2 ∈∶ 𝑘1⊕𝑘2 = 𝑘1 + 𝑘2 − 𝛼𝑛 

𝑓(𝑘1⊕𝑘2) = 𝑘
𝑘1⊕𝑘2 = 𝑎𝑘1 ⁡𝑎𝑘2 ⁡(𝑎𝑛𝛼) = 𝑎𝑘1 ⁡𝑎𝑘2 = 𝑓(𝑘1)𝑓(𝑘2) 

0כיוון שכל חזקה  ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − הוא  fעל, ומתוך כך  fנפרשת, כלומר  Gמתאפשרת בתמונה, כלומר כל  1

|ℤ𝑛|מונו' )כי  = |𝐺| = 𝑛.) 

 דוגמא

ℤ ≅< 1 + 𝑖 >≤ ℂ 

|1 + 𝑖| ≠ 1 

 צקלית אינסופית.חבורה  

𝐺באופן כללי, החבורה  =< 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 ∈ ℂ ,r=1לגבי כפל סופית אם"ם  <
𝜃

𝜋
∈ ℚ 

,
𝜃

𝜋
∈ ℚ ⇔ 𝜃𝑘 ∈ 2𝜋ℤ ⇔ (𝑐𝑖𝑠(𝜃))

𝑘
= 𝑐𝑖𝑠(𝑘𝜃) = 1 



 

 

 חבורות של חבורה צקלית-מיון תת

 טענה
𝐻צקלית אזי כל ת"ח  Gצקליות היא תכונה תורשתית, כלומר אם  ≤ 𝐺 צקלית 

 הוכחה

𝐺בהינתן  =< 𝑎 𝑘∃ל , צ"< ∈ ℕ ∶ 𝐻 =< 𝑎𝑘 > 

Hאם  = {𝑒}  אזי𝐻 =< 𝑒 > 

𝑘אחרת נגדיר  ≔ min{𝑖 ∈ ℕ ∶ 𝑎𝑖 ∈ 𝐻}  ונראה כי𝐻 =< 𝑎𝑘 > 

ℎאכן יהא  = 𝑎𝑡 ∈ 𝐻  ונתייחס לפרוקt=kq+r  0כאשר ≤ 𝑟 < 𝑘 ע"פ הסגירות נקבל .𝑎𝑟 = 𝑎𝑡−𝑘𝑞 =

𝑎𝑡(𝑎𝑘)
−𝑞
∈ 𝐻  אבלr<k בסתירה למנמליות, ולכן ,r=0 ולכן ,𝑡 = 𝑘𝑔  ולכן𝑎𝑡 ∈< 𝑎𝑘 > 

 1  טענה
𝑎ואיבר  Gתהא חבורה  ∈ 𝐺  כך ש𝑜(𝑎) = 𝑛: אזי , 

∀𝑑 ≤ 𝑛 ∶ 𝑜(𝑎𝑑) =
𝑛

(𝑑, 𝑛)
 

 דוגמא

1 ∈ ℤ6, 𝑜(1
𝑑) = 𝑜(𝑑) =

6

(𝑑, 6)
 

 הוכחה

(𝑎𝑑)התיכנות  .1
𝑛

(𝑑,𝑛) = (𝑎𝑛)
𝑑

(𝑑,𝑛) = 𝑒 

(𝑎𝑑)מינימליות : נניח כי  .2
𝑡
= 𝑒  אזי𝑎𝑑𝑡 = 𝑒 ידוע כי .o(a)=n  ולכןn|dt :מכאן שגם 

𝑛

(𝑑,𝑛)
|
𝑑𝑡

(𝑑,𝑛)
)אבל   

𝑛

(𝑑,𝑛)
|

𝑑

(𝑑,𝑛)
ולכן  (

𝑛

(𝑑,𝑛)
|𝑡  ולכן𝑡 ≥

𝑛

(𝑑,𝑛)
 

 תרגיל נחמד:

𝐺תהא  =< 𝑎  )כל אחד בנפרד(? Gיוצרים את כל  G-, כמה איברים ב <

 פתרון

G =< 𝑎𝑘 >⁡⇔ 𝑜(𝑎𝑘) = 𝑛 =
𝑛

(𝑛, 𝑘)
⇔ (𝑛, 𝑘) = 1 

ℤ6לדוגמא  =< 1  𝜑(𝑛)ולכן התשובה היא  <

 תרגיל

 חבורה צקלית, כמה איברים יפרשו אותה כל אחד לבד? U𝑛נניח ש

 𝜑(|𝑈𝑛|) = 𝜑(𝜑(𝑛)) 

 



 :2טענה 
,𝑔מתקיים עבור  Gנניח שבחבורה  ℎ ∈ 𝐺 

1. 𝑔ℎ = ℎ𝑔 

2. (𝑜(𝑔), 𝑜(ℎ)) = 1 

𝑜(𝑔ℎ)אזי  = 𝑜(𝑔)⁡𝑜(ℎ) 

 הוכחה

𝑜(𝑔ℎ)נסמן  = 𝑚, 𝑜(𝑔) = 𝑛, 𝑜(ℎ) = 𝑘 

 m=nkצ"ל 

𝑛𝑘(𝑔ℎ)היתכנות:  = (𝑔𝑛)𝑘⁡(ℎ𝑘)
𝑛
= 𝑒𝑒 = 𝑒 

𝑔𝑚𝑘מינימליות :  = 𝑔𝑚𝑘𝑒 = 𝑔𝑚𝑘ℎ𝑚𝑘 = (𝑔ℎ)𝑚𝑘 = ((𝑔ℎ)𝑚)𝑘 = 𝑒 ⇒ 𝑛|𝑚𝑘 

,𝑛)אבל   𝑘) = ,𝑛]ומכאן ש  𝑘|𝑚ובאותו אופן  𝑛|𝑚ולכן  1 𝑘]|𝑚  אבל[𝑛, 𝑘] = 𝑛𝑘  ולכן𝑚 ≥ 𝑛𝑘  ולכן

m = nk 

 טענה
 בחבורה כך ש: a,bאיברים  2יהיו 

𝑜(𝑎) = 𝑛, 𝑜(𝑏) = 𝑚, 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 

 אזי

𝑜(𝑎𝑏(𝑛,𝑚)) =
[𝑛,𝑚]

(𝑛,𝑚)
 

 הוכחה

𝑜(𝑎(𝑛,𝑚)):  1מתוך טענה  =
𝑛

(𝑛,𝑚)
 

𝑜(𝑏(𝑛,𝑚)) =
𝑚

(𝑛,𝑚)
 

)אבל 
𝑛

(𝑛,𝑚)
,
𝑚

(𝑛,𝑚)
) = 𝑜(𝑎𝑏(𝑛,𝑚): 2ולכן ע"פ טענה  1 = 𝑜(𝑎(𝑛,𝑚)𝑏(𝑛,𝑚)) =

𝑛𝑚

(𝑛,𝑚)2
=
[𝑛,𝑚]

(𝑛,𝑚)
 

 



 

 

 

 

 קבוצת יוצרים של חבורה

 הגדרה
𝐴, תת קבוצה Gבהינתן חבורה  ⊂ 𝐺  נקראית קבוצת יוצרים שלG  אם𝐺 =< 𝐴 >. 

 נוצרת סופית. Gסופית אז נאמר כי  Aאם 

ℤ2למשל  =< (1,0), (0,1) > 

 הערה: 

|𝐺|אז  נוצרת סופית Gאם  ≤ ℵ0 

 , יוצרים אלו הם הא"ב של כל אוסף המילים הסופיות שיכולות להיווצרנחליט על כלשהו של היוצרים

 כיוון שהא"ב סופי ניתן לסדר את כל המילים לפי סדר לקסיקוגרפי.

 הערה

 (∗,∗ℚ)תיתכן אבל חבורה בת מניה שאינה נוצרת סופית 

 הגדרה

 .Gהיא המס' המינימלי של פורשים יחד את כל  G : rank(G)הדרגה של חבורה 

𝑟𝑎𝑛𝑘(ℤ𝑛)למשל   = 𝑛 

 חבורה חופשית
 צרים אותה וקבוצת היחסים ביניהם.כל חבורה ניתנת לכתיבה כקבוצת האיברים היו

𝐶𝑛לדוגמא   =< 𝑎: 𝑎
𝑛 = 𝑒 > 

  𝐷𝑛 = {𝑎, 𝑏⏞
יוצרים

| 𝑏2 = 𝑒, 𝑎𝑛 = 𝑒, 𝑎𝑏 = 𝑏𝑛𝑎𝑛−1⏞                  
יחסים

} 

 הגדרה

𝑎3𝑎4של חבורה, למש  מאקסיומותהוא שוויון בין איברי חבורה שנובע  טריוויאלייחס  = 𝑎7, 𝑎𝑎−1 = 𝑒 

 הגדרה
הם שום יחסים יהם שום יחסים ביניכך שאין בינ X( היא קבוצה הנוצרת ע"י איברי Xקבוצה חופשית )מעל קבוצה 

 .טריוויאלייםלא 

𝐺סימון  = 𝐹(𝑋) 

𝐺לדוגמא  = 𝐹({𝑎, 𝑏}) = {𝑎, 𝑎2, 𝑎𝑏, 𝑏𝑎, 𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎} 



 הגדרה
 יחד עם יחס הקומוטטיביות.  Xהיא חבורה הנוצרת מאיברי  Xחבורה אבלית חופשית מעל קבוצה 

𝐺היא  Xמסמנים חבורה אבלית חופשית מעל  = 𝐴(𝑋) 

𝐺לדוגמא   = 𝐴({𝑎, 𝑏}) ≅ ℤ2 

𝐺באופן כללי    = 𝐴(𝑋) ≅ ℤ|𝑋| 

 וצרים בנפרד על שכל מילה מתוארת ע"יהאיזו' מופיע ע"י סידור מסוים של יוצרים, וקיבוץ כל הי  

 .nוקטור של חזקות בגודל   

 


