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 ℝ𝒏טופולוגיה של 

 הגדרה

𝐴תהי  ⊆ ℝ𝑛. 

{𝐸𝑗}אוסף הקבוצות 
𝑗∈𝐽

 , אם:𝐴 שלכיסוי א וה 

𝐴 ⊆ ⋃ 𝐸𝑖

𝑗∈𝐽

 

{𝐸𝑗} הקבוצותאם פתוח הכיסוי הוא 
𝑗∈𝐽

 .פתוחות 

 משפט

𝒦קבוצה  ⊆ ℝ𝑛  כיסוי סופי. -קומפקטית אם ורק אם לכל כיסוי פתוח שלה קיים תתהיא 

 משפט

  ⟸   

 קומפקטית. 𝒦 כי נניח

 .(קבוצה קומפקטיתתיבה סגורה היא ) ℐתיבה סגורה  𝒦תחילה, נוכיח את הכיוון כאשר 

 :יהי

{𝐺𝛼}𝛼∈𝐼 ⊆ ℝ𝑛 

 .ℐפתוח של כיסוי 

 כיסוי סופי.-תתזה נניח בשלילה כי לא קיים לכיסוי פתוח 

מהתיבות  כל אחת נחלקלשתי תיבות זהות;  ℐאת נחלק  :באופן הבאתיבות ) 2𝑛 -ל  ℐנחלק את 

 (.םפעמי 𝑛לשתי תיבות זהות; נחזור על הפעולה 

 . הכיסוי הנתוןשל  כיסוי סופי-מת תיבה שלא קיים לה תתקייי הנחת השלילה, "עפ

 תיבות )באופן דומה(. 2𝑛 -נחלק תיבה זו ל 

 כך ש: ,(קבוצות קומפקטיות)של תיבות  {ℐ𝑘}נמשיך את התהליך, ונקבל סדרה 

𝑘לכל  .1 ∈ ℕ,  לתיבהℐ𝑘 הנתון.כיסוי סופי של הכיסוי -לא קיים תת 
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𝑘לכל  .2 ∈ ℕמתקיים ,: 

ℐ𝑘+1 ⊆ ℐ𝑘  

 מתקיים: .3

lim
𝑘→∞

diam ℐ𝑘 = 0 

𝑘, כך שלכל 𝜉עפ"י הלמה של קנטור, קיימת נקודה  ∈ ℕמתקיים ,: 

𝜉 ∈ ℐ𝑘  

 :בפרט

𝜉 ∈ ℐ 

 {𝐺𝛼}  סיכוי פתוח שלℐ ,,קיים  לכן𝛼0 :כך ש 

𝜉 ∈ 𝐺𝛼0 

𝐺𝛼0
0ם פתוחה, לכן, קיי  < 𝑟 כך ש: 

𝐵(𝜉, 𝑟) ⊆ 𝐺𝛼0  

𝑁קיים  ,(2)י "ועפ 𝜉גדרת הי "עפ ∈ ℕ,  כך שלכל𝑁 ≤ 𝑘 ∈ ℕ, מתקיים: 

ℐ𝑘 ⊆ 𝐵(𝜉, 𝑟)
. . .
. ⊆ 𝐺𝛼0

 

𝑁לכל  לכן, ≤ 𝑘 ∈ ℕ,  לתיבה קייםℐ𝑘 סופי של הכיסוי הנתון. כיסוי-תת 

 .סתירה

 כיסוי סופי.-קיים לכיסוי פתוח זה תת לכן,

 כיסוי סופי.-קיים תת ℐ לכל כיסוי פתוח של לכן,

 רירותית.קומפקטית ש 𝒦כעת, נוכיח את הכיוון כאשר 

 :יהי

{𝐺𝛼}𝛼∈𝐼 ⊆ ℝ𝑛 

 .𝒦 שלפתוח כיסוי 
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𝒦  חסומה, לכן, קיימת תיבה סגורה בפרטℐ :כך ש 

𝒦 ⊆ ℐ 

 נגדיר:

𝐺 ≔ ℝ𝑛\𝒦 

 :ℐ -בכיסוי הפתוח ל נתבונן 

{{𝐺𝛼} ∪ 𝐺} = ℝ𝑛 

  כיסוי זה. כיסוי סופי של-תת ℐ -ל קיים י הוכחת הכיוון עבור תיבה סגורה, "עפ

 כיסוי סופי של כיסוי זה.-תת 𝒦 –קיים ל  ,ℐי הגדרת "עפ

 :, ניתן להוציא אותה, שכן𝐺הכיסוי זה שייכת הקבוצה -אם לתת

𝒦 ∪ 𝐺 = ∅ 

 .{𝐺𝛼} הנתוןשל הכיסוי  𝒦 -ל כיסוי סופי -נקבל תת

 סופי. כיסוי-קיים תת 𝒦 לשלכל כיסוי פתוח  לכן,

  ⟹   

 כיסוי סופי.-קיים תת 𝒦של פתוח נניח כי לכל כיסוי 

 חסומה. 𝒦תחילה, נוכיח כי 

𝑥יהי  ∈ ℝ𝑛. 

 :𝒦של  וחנתבונן בכיסוי הפת

{𝐵(𝑥, 𝑗)}𝑗∈ℕ = ℝ𝑛 

 :כיסוי סופי-תתלכיסוי פתוח זה קיים י ההנחה, "עפ

{𝐵(𝑥, 𝑗ℓ)}ℓ=1
𝑚  

 נגדיר:

𝑟 ≔ max
1≤ℓ≤𝑚

𝑗ℓ 
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 :לכן

𝒦 ⊆ 𝐵(𝑥, 𝑟) 

 חסומה. 𝒦לכן, 

 סגורה. 𝒦כעת, נוכיח כי 

 פתוחה. 𝒦𝑐נוכיח כי 

𝑥יהי  ∈ 𝒦𝑐. 

𝑦לכל  ∈ 𝒦 0, קיימים < 𝜀𝑦, 𝛿𝑦:כך ש , 

𝐵(𝑥, 𝜀𝑦) ∩ 𝐵(𝑥, 𝛿𝑦) = ∅ 

 :𝒦של  כיסוי הפתוחבנתבונן 

{𝐵(𝑦, 𝜀𝑦)|𝑦 ∈ 𝒦} 

 :כיסוי סופי-כיסוי פתוח זה תתי ההנחה, קיים ל"פע

{𝐵(𝑦ℓ, 𝜀𝑦ℓ
)}

ℓ=1

𝑚
 

 נגדיר:

𝛿 ≔ min
1≤ℓ≤𝑚

𝛿𝑦ℓ 

1 לכל לכן, ≤ ℓ ≤ 𝑚מתקיים ,: 

𝐵(𝑥, 𝛿) ∩ 𝐵(𝑦, 𝜀𝑦ℓ
) = ∅ 

 :לכן

𝐵(𝑥, 𝛿) ∩ ⋃ 𝐵(𝑦, 𝜀𝑦ℓ
)

𝑚

ℓ=1

= ∅ 

 :לכן

𝐵(𝑥, 𝛿) ∩ 𝒦 = ∅ 

 לכן:
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𝐵(𝑥, 𝛿) ⊆ 𝒦𝑐 

 פתוחה. 𝒦𝑐לכן, 

 סגורה. 𝒦לכן, 

 .קומפקטית 𝒦לכן, 

∎ 

 משפט

𝒦קבוצה  ⊆ ℝ𝑛  קומפקטית אם ורק אם לכל סדרה{𝑥𝑖} ∈ 𝒦סדרה מתכנסת -, קיימת תת

 .𝒦 -לגבול ששייך ל 
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 ℝ𝒏 -נקציות ב פו

 הגדרה

∅תהי  ≠ 𝐸 ⊆ ℝ𝑛. 

𝑥אם לכל  ℝ𝑚 -עם ערכים ב  𝑓 פונקציהמוגדרת  𝐸נאמר שעל  ∈ 𝐸  מתאים ווקטור יחיד מ- 

ℝ𝑚. 

 נסמן:

𝑓: 𝐸 → ℝ𝑚 

𝑚אם  =  .ממשית 𝑓 –נאמר ש  ,1

2אם  ≤ 𝑚 נאמר ש ,– 𝑓 ווקטורית. 

 הערה

:𝑓כל פונקציה ווקטורית  𝐸 → ℝ𝑚 :ניתן לרשום בצורה 

𝑓(𝑥) = (𝑓1(𝑥), ⋯ , 𝑓𝑚(𝑥)) 

1כאשר לכל  ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 𝑓𝑖: 𝐸 → ℝ .פונקציה ממשית 

 .𝑓של הרכיבים קוראים  𝑓𝑖לפונקציות 

 )גבול לפי קושי( הגדרה

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛. 

:𝑓תהי: ו ,𝐸נקודה גבולית של  𝑎 תהי 𝐸 → ℝ𝑚. 

𝑏 -נאמר ש  ∈ ℝ𝑚  הפונקציה גבול הוא𝑓  בנקודה𝑎  מעל𝐸  0אם לכל < 𝜀 0, קיים < 𝛿  כל

𝑥שלכל  ∈ 𝐸:המקיים , 

0 < ||𝑥 − 𝑎|| < 𝛿 

 מתקיים:

||𝑓(𝑥) − 𝑏|| < 𝜀 

 נסמן:
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lim
𝑥→𝑎,𝑥∈𝐸

𝑓(𝑥) = 𝑏 

 נסמן: ,𝐸 -ב המוכלת  𝑎אם קיימת סביבה של 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏 

 ה(הגדרה )גבול לפי היינ

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛. 

:𝑓 , ותהי 𝐸נקודה גבולית של  𝑎 תהי 𝐸 → ℝ𝑚. 

𝑏 -נאמר ש  ∈ ℝ𝑚  הפונקציה גבול הוא𝑓  בנקודה𝑎  מעל𝐸  אם לכל סדרה{𝑥𝑘} ∈ 𝐸,  כך שלכל

𝑘 ∈ ℕ ,𝑥𝑘 ≠ 𝑎:המקיימת , 

lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑎 

 מתקיים:

lim
𝑘→∞

𝑓(𝑥𝑘) = 𝑏 

 הלמ

 תהי:

𝑓 = (𝑓1, ⋯ , 𝑓𝑚) 

 ותהי:

𝑏 = (𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑚) 

 אזי:

lim
𝑥→𝑎,𝑥∈𝐸

𝑓(𝑥) = 𝑏 

1אם ורק אם לכל  ≤ 𝑖 ≤ 𝑚: 

lim
𝑥→𝑎,𝑥∈𝐸

𝑓𝑖(𝑥) = 𝑏𝑖 

 הוכחה

 מהתכונות הבאות: תנובע המשפטוכחת ה

𝑦לכל  .1 ∈ ℝ𝑚  1ולכל ≤ 𝑗 ≤ 𝑚:מתקיים , 
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|𝑦𝑖| ≤ ||𝑦|| 

𝑦לכל  .2 ∈ ℝ𝑚:מתקיים , 

||𝑦|| ≤ √𝑚 ⋅ max
1≤𝑗≤𝑚

|𝑦𝑗| 

∎ 

 משפט

 הגדרות הגבול לפי קושי והיינה שקולות.

 הוכחה

 עפ"י הלמה, מספיק להוכיח את המשפט עבור פונקציה ממשית.

:𝑓במקרה זה, ההוכחה דומה להוכחה עבור פונקציות  ℝ → ℝ. 

∎ 

 מסקנה

אין  𝑓 –, אזי ל 𝑎 -ל  𝑥גבולות שונים לפי מסלולים שונים של התקרבות  קיימים 𝑓אם לפונקציה 

 .𝑎 -גבול ב 

 דוגמה

 נראה כי לא קיים הגבול:

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

 
𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑦2
 

 נניח כי:

𝑥 = 𝛼 ⋅ 𝑦 , 𝛼 ∈ ℝ 

 מתקיים:

lim
𝑦→0,𝑥=𝛼𝑦

𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑦2
= lim

𝑦→0

𝛼𝑦2

(𝛼2 + 1)𝑦2

. . .

. =
𝛼

𝛼2 + 1

 

 לכן, הגבול תלוי במסלול, לכן אינו קיים.
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∎ 

 משפט

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛. 

,𝑓, ותהיינה 𝐸נקודה גבולית של  𝑎 תהי 𝑔: 𝐸 → ℝ𝑚. 

 אם:

lim
𝑥→𝑎,𝑥∈𝐸

𝑓(𝑥) = 𝑏
. . .

lim
𝑥→𝑎,𝑥∈𝐸

𝑔(𝑥) = 𝑐
 

 אזי:

lim
𝑥→𝑎,𝑥∈𝐸

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝑏 + 𝑐
. . .

lim
𝑥→𝑎,𝑥∈𝐸

𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥) = 𝑏 ⋅ 𝑐
 

,𝑓אם  𝑔  ,ממשיות𝑔(𝑥) ≠ 𝑐 -ו  0 ≠  , אז:0

lim
𝑥→𝑎,𝑥∈𝐸

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

𝑏

𝑐
 

∎ 


