
 15.11.2016 4הרצאה  ℝ𝒏 -פונקציות ב 
 יהונתן רגבנכתב על ידי  בולות חוזרים, רציפותג
 

1 
 

 ℝ𝒏 -פונקציות ב 

 הגדרה

,𝑓(𝑥תהי  𝑦) הנקודה מוגדרת בסביבה שלפונקציה ממשית ה (𝑥0, 𝑦0). 

,𝑥0)בנקודה  𝑓של  הגבולות החוזרים 𝑦0) :הם הגבולות 

lim
𝑦→𝑦0

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥, 𝑦)
.

lim
𝑥→𝑥0

lim
𝑦→𝑦0

𝑓(𝑥, 𝑦)
  

 דוגמה

 תהי:

𝑓(𝑥, 𝑦) ≔
𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑦2 

 הגבול:

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) 

 אינו קיים.

 אולם, הגבולות החוזרים:

lim
𝑦→0

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0
. . .

lim
𝑥→0

lim
𝑦→0

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0
 

 קיימים ושווים.

∎ 

 דוגמה

 תהי:

𝑓(𝑥, 𝑦) ≔
𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
 

 הגבול:

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) 
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 אינו קיים. 

 אולם, הגבולות החוזרים:

lim
𝑦→0

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥, 𝑦) = −1
. . .

lim
𝑥→0

lim
𝑦→0

𝑓(𝑥, 𝑦) = 1
 

 קיימים ושונים.

∎ 

 דוגמה

 תהי:

𝑓(𝑥, 𝑦) ≔ 𝑥 ⋅ sin (
1

𝑦
) 

 מתקיים:

0 ≤ |𝑥 ⋅ sin (
1

𝑦
)| ≤ |𝑥| 

 :, הגבוללכן, עפ"י משפט הסנדוויץ'

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 

 .קיים

 אולם, הגבול החוזר:

lim
𝑥→0

lim
𝑦→0

𝑓(𝑥, 𝑦) 

 אינו קיים.

∎ 

 דוגמה

 תהי:

𝑓(𝑥, 𝑦) ≔
𝑥2𝑦

𝑥2 + 𝑦2
 

 מתקיים:
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0 ≤ |
𝑥2𝑦

𝑥2 + 𝑦2
| ≤ |𝑦| 

 :, הגבול"י משפט הסנדוויץ'לכן, עפ

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 

 קיים.

 גם הגבולות החוזרים:

lim
𝑦→0

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0
. . .

lim
𝑥→0

lim
𝑦→0

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0
 

 .ל"לגבול הנ קיימים ושווים

∎ 

 משפט

,𝑓(𝑥תהי  𝑦)  פונקציה ממשית המוגדרת בסביבה של הנקודה(𝑥0, 𝑦0). 

 הגבול:קיים ניח שנ

ℓ ≔ lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑓(𝑥, 𝑦) 

 קיים הגבול: ,𝑦0בסביבת  𝑦וכי לכל 

𝜑(𝑦) ≔ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥, 𝑦) 

 הגבול: ,אזי

lim
𝑦→𝑦0

𝜑(𝑦) 

 .ℓ -והוא שווה ל  קיים,

 הוכחה

0יהי  < 𝜀. 

0עפ"י הגדרת הגבול, קיים  < 𝛿 כך שלכל ,𝑦 :המקיים 

0 < |𝑦 − 𝑦0| < 𝛿 
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 המקיים: 𝑥ולכל 

0 < |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 

 מתקיים:

|𝑓(𝑥, 𝑦) − ℓ| < 𝜀 

𝑥נעבור לגבול  → 𝑥0:ונקבל , 

|𝜑(𝑦) − ℓ| ≤ 𝜀 

 לכן:

lim
𝑦→𝑦0

𝜑(𝑦) = ℓ 

∎ 

 הגדרה

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛. 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ𝑚  ותהי𝑥0 ∈ 𝐸. 

𝑓  ודה בנקרציפה𝑥0  0אם לכל < 𝜀 0, קיים < 𝛿 כך שלכל ,𝑥 ∈ 𝐸:המקיים , 

||𝑥 − 𝑥0|| < 𝛿 

 מתקיים:

||𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)|| < 𝜀 

 הערה

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛. 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ𝑚  ותהי𝑥0 ∈ 𝐸. 

 גבולית, עפ"י ההגדרה: 𝑥0אם 

lim
𝑥→𝑥0,𝑥∈𝐸

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) 

 .𝑥0 -רציפה ב  𝑓מבודדת, עפ"י ההגדרה  𝑥0אם 
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 למה

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛. 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ𝑚  ותהי𝑥0 ∈ 𝐸. 

𝑓  רציפה ב- 𝑥0  אם ורק אם כל הרכיבים שלה רציפים ב- 𝑥0 . 

 למה

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛. 

,𝑓תהיינה  𝑔: 𝐸 → ℝ𝑚  רציפות בנקודה𝑥0 ∈ 𝐸. 

 :הפונקציות ,אזי

𝑓 + 𝑔
.

𝑓 ⋅ 𝑔
 

 . 𝑥0 -רציפות ב 

,𝑓אם  𝑔  ממשיות ו- 𝑔 ≠  :, הפונקציה, אזי𝐸 -ב  0

𝑓

𝑔
 

 .𝑥0 -רציפה ב 

 הגדרה

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛. 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ𝑚. 

𝑓 ב  רציפה– 𝐸  אם לכל𝑥0 ∈ 𝐸, 𝑓  רציפה ב- 𝑥0. 

 דוגמה

 תהי:

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≔ {

𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
,   (𝑥, 𝑦, 𝑧) ≠ (0,0,0)

.
0,                          (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0,0,0)
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,𝑥)לכל  𝑦, 𝑧) ≠ (0,0,0), 𝑓  רציפה ב- (𝑥, 𝑦, 𝑧)מנה של פונקציות רציפות.כ, כסכום ו 

 :את הגבולנחשב 

lim
(𝑥,𝑦,𝑧)→(0,0,0)

𝑓(𝑥) 

 :מתקיים

𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
=

𝑥3

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
+

𝑦3

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
+

𝑧3

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
 

 :מתקיים

0 ≤ |
𝑥3

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
| ≤ |𝑥| 

 :י משפט הסנדוויץ'"עפ לכן,

lim
(𝑥,𝑦,𝑧)→(0,0,0)

𝑥3

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
= 0 

 :דומהבאופן 

lim
(𝑥,𝑦,𝑧)→(0,0,0)

𝑦3

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
= 0

. . .

lim
(𝑥,𝑦,𝑧)→(0,0,0)

𝑧3

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
= 0

 

 :לכן

lim
(𝑥,𝑦,𝑧)→(0,0,0)

𝑓(𝑥) = 0 

 :לכן

lim
(𝑥,𝑦,𝑧)→(0,0,0)

𝑓(𝑥) = 𝑓(0,0,0) 

 .(0,0,0) - רציפה ב 𝑓 לכן,

 .ℝ3 -רציפה ב  𝑓 לכן,

∎ 

 דוגמה
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 :הית

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≔ {

𝑥2 + 𝑦3 + 𝑧3

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
,   (𝑥, 𝑦, 𝑧) ≠ (0,0,0)

.
0,                          (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0,0,0)

 

,𝑥)לכל  𝑦, 𝑧) ≠ (0,0,0), 𝑓  רציפה ב- (𝑥, 𝑦, 𝑧)מנה של פונקציות רציפות.כ, כסכום ו 

 :את הגבולנחשב 

lim
(𝑥,𝑦,𝑧)→(0,0,0)

𝑓(𝑥) 

 :מתקיים

𝑥2 + 𝑦3 + 𝑧3

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
=

𝑥2

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
+

𝑦3

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
+

𝑧3

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
 

 :את הגבולנחשב 

lim
(𝑥,𝑦,𝑧)→(0,0,0)

𝑥2

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
 

,𝑥)במסלול  𝛼𝑥, 𝛼𝑥): 

lim
𝑥→0

𝑥2

𝑥2 + (𝛼𝑥)2 + (𝛼𝑥)2
= lim

𝑥→0

𝑥2

(1 + 2𝛼2)𝑥2

. . .

. =
1

𝑎 + 2𝛼2

 

 תלוי במסלול ההתקרבות, לכן אינו קיים.הגבול 

 :דומה לדוגמה הקודמתבאופן 

lim
(𝑥,𝑦,𝑧)→(0,0,0)

𝑦3

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
= 0

. . .

lim
(𝑥,𝑦,𝑧)→(0,0,0)

𝑧3

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
= 0

 

 :הגבול לכן,

lim
(𝑥,𝑦,𝑧)→(0,0,0)

𝑓(𝑥) 

 קיים.אינו 
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 .(0,0,0) -אינה רציפה ב  𝑓 לכן,

∎ 

 משפט

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛. 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ𝑚. 

𝑁תהי  ⊆ ℝ𝑚  :כך שℐ𝑚𝑔(𝑓) ⊆ 𝑁. 

:𝑔תהי  𝑁 → ℝ𝑘. 

𝑥0 -רציפה ב  𝑓אם  ∈ 𝐸  ו– 𝑔  רציפה ב- 𝑦0 ≔ 𝑓(𝑥0) ∈ 𝑁 אזי ,ℎ ≔ 𝑔 ∘ 𝑓  רציפה ב- 𝑥0. 

 הוכחה

0יהי  < 𝜀. 

𝑔  רציפה ב– 𝑦0 0, לכן קיים < 𝜂  כך שלכל𝑦 ∈ 𝑁 :המקיים 

||𝑦 − 𝑦0|| < 𝜂 

 מתקיים:

||𝑔(𝑦) − 𝑔(𝑦0)|| < 𝜀 

𝑓  רציפה ב- 𝑥0,  0לכן קיים < 𝛿  כך שלכל𝑥 ∈ 𝐸 :המקיים 

||𝑥 − 𝑥0|| < 𝛿 

 מתקיים:

||𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)|| < 𝜂 

𝑥לכן, לכל  ∈ 𝐸 :המקיים 

||𝑥 − 𝑥0|| < 𝛿 

 מתקיים:

‖𝑔(𝑓(𝑥)) − 𝑔(𝑓(𝑥0))‖ < 𝜀 

 לכן:
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||ℎ(𝑥) − ℎ(𝑥0)|| < 𝜀 

 .𝑥0 -רציפה ב  ℎלכן, 

∎ 

 הגדרה

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛. 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ𝑚. 

𝑓  0אם קיים חסומה < 𝑀 ∈ ℝ   כך שלכל𝑥 ∈ 𝐸 ,:מתקיים 

||𝑓(𝑥)|| ≤ 𝑀 

 משפט )ויירשטרס(

𝒦תהי  ⊆ ℝ𝑛 .קומפקטית 

:𝑓תהי  𝒦 → ℝ𝑚 .רציפה 

 .𝒦חסומה על  𝑓אזי, 

 הוכחה

𝑥יהי  ∈ 𝒦. 

𝑓  רציפה ב- 𝑥 לכן קיימת סביבה ,𝐵𝑥  0וקיים < 𝑀𝑥 ∈ ℝ כך שלכל ,𝑦 ∈ 𝐵𝑘 ∩ 𝒦:מתקיים , 

||𝑓(𝑦)|| ≤ 𝑀𝑥 

𝒦 כן לכיסוי הפתוח: קומפקטית, ל 

{𝐵𝑘}𝑘∈𝒦 

 כיסוי סופי:-קיים תת

{𝐵𝑘𝑖
}

𝑖=1

𝑗
 

 נגדיר:

𝑀 ≔ max
1≤𝑖≤𝑗

𝑀𝑘𝑖  
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𝑦לכן, לכל  ∈ 𝒦, :מתקיים 

||𝑓(𝑦)|| ≤ 𝑀 

 חסומה. 𝑓לכן, 

∎ 

 )ויירשטרס( משפט

𝒦תהי  ⊆ ℝ𝑛 .קומפקטית 

:𝑓תהי  𝒦 → ℝ .רציפה 

,′𝑥אזי, קיימים  𝑥′′ ∈ 𝒦:כך ש , 

𝑓(𝑥′) = sup
𝑘∈𝒦

𝑓(𝑥)

. . .
𝑓(𝑥′′) = inf

𝑘∈𝒦
𝑓(𝑥)

 

 הוכחה

 נסמן:

𝑀 ≔ sup
𝑘∈𝒦

𝑓(𝑥) 

𝑥נניח בשלילה כי לכל  ∈ 𝒦:מתקיים , 

𝑓(𝑥) < 𝑀 

 נגדיר:

𝜑(𝑥) ≔
1

𝑀 − 𝑓(𝑥)
 

𝜑  חסומה על משפט ויירשטרס  עפ"ירציפה על קבוצה קומפקטית, לכן𝒦 . 

0כלומר, קיים  < 𝛼 כך שלכל ,𝑥 ∈ 𝒦:מתקיים , 

𝜑(𝑥) ≤ 𝛼 

 :𝜑עפ"י הגדרת 
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1

𝑀 − 𝑓(𝑥)
≤ 𝛼 

 לכן:

𝑓(𝑥) ≤ 𝑀 −
1

𝛼
 

 לכן:

𝑀 ≠ sup
𝑥∈𝒦

𝑓(𝑥) 

 סתירה.

′𝑥לכן, קיים  ∈ 𝒦:כך ש , 

𝑓(𝑥′) = 𝑀 

 כלומר:

𝑓(𝑥′) = sup
𝑥∈𝒦

𝑓(𝑥) 

′′𝑥באופן דומה, קיים  ∈ 𝒦:כך ש , 

𝑓(𝑥′′) = inf
𝑥∈𝒦

𝑓(𝑥) 

∎ 

 הגדרה

𝐴קבוצה  ⊆ ℝ𝑛  ביחס ל פתוחה- 𝐵 ⊆ ℝ𝑛 אם קיימת קבוצה פתוחה ,𝐺 ⊆ ℝ𝑛:כך ש , 

𝐴 = 𝐵 ∩ 𝐺 

 משפט

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛. 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ𝑚 .פונקציה רציפה 

𝐻ה פתוחה אזי, לכל קבוצ ⊆ ℝ𝑚, :הקבוצה 

𝑓−1(𝐻) ≔ {𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) ∈ 𝐻} 
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 .𝐸 -פתוחה ביחס ל 

 דוגמה

 נגדיר:

𝐸 ≔ (−∞, ∞) 

 נגדיר:

𝑓(𝑥) ≔
1

1 + 𝑥2
 

 לכן:

𝑓(𝐸) = (0,1] 

 פתוחה. 𝐸לכן, 

 ה פתוחה.נאי 𝑓(𝐸)אולם, 

∎ 

 


