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למה:

אזי: ,f : P → R, |f (x)| < C מימדי, n מלבן P
∀P,Q : S (f,Q) ≤ S (f,P)

הוכחה

R := P
◦
∩Q

S (f,F) =
∑
i,j

sup
x∈Pi

◦
∩Qj

vol
(
Pi
◦
∩Qj

)
=

∑
i

∑
j

sup
x∈Pi

◦
∩Qj

f (x) vol
(
Pi
◦
∩Qj

) ≤∑
i

∑
j

sup
x∈Pi

f (x) vol
(
Pi
◦
∩Qj

)
=
∑
i

sup
x∈Pi

f (x)
∑
j

vol
(
Pi
◦
∩Qj

)
=
∑
i

sup
x∈Pi

f (x) vol (Pi) = S (f, P )

ולכן: S (f,R) ≥ S (f,Q) גם מתקיים .S (f,R) ≤ S (f, P ) כי הוכחנו
S (f,Q) ≤ S (f,R) ≤ S (f,R) ≤ S (f, P )

⇒ S (f,Q) ≤ S (f, P )
M := sup

x∈P
f (x)

m := inf
x∈P

f (x)

S (f, P ) =
∑
i sup
x∈Pi

f (x) vol (Pi) ≤M
∑
i vol (Pi) = Mvol (P )

S (f, P ) =
∑
i inf
x∈Pi

f (x) vol (Pi) ≥ m
∑
i vol (Pi) = mvol (P )

mvol (P ) ≤ S (f,Q) ≤ S (f, P ) ≤Mvol (P )

הגדרה

f : P → P, |f (x)| ≤ C
עליון infאינטגרל

P
S (f, P ) := I

תחתון supאינטגרל
Q
S (f,Q) := I

∀P1, Q1 : I ≤ supQ S (f,Q) ≤ S (f,Q1) ≤ S (f, P1) ≤ inf
P
S (f, P ) = I : כי לב נשים

הגדרה

f : P → R, |f (x)| ≤ C
I (f) = I (f) := I (f) =

´
P
f (x) אם f ∈ R (P ) רימן־דרבו לפי אינטגרבילית f כי אומרים

משפט

f : P → R, |f (x)| ≤ C
∀ε > 0∃P : 0 ≤ S (f, P )− S (f, P ) < ε אם ורק אם f ∈ R (P )
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לויןב״ה לבנימין שמורות הזכויות כל

הוכחה

מתקיים התנאי כי נניח
∀ε > 0∃P : 0 ≤ S (f, P )− S (f, P ) < ε

S (f, P ) < S (f, P ) + ε
I = inf

Q
S (f,Q) < S (f, P ) + ε

I − ε < S (f, P )
I − ε < sup

Q
S (f,Q) = I

0 ≤ I − I < ε
ε→ 0⇒ I = I ⇒ f ∈ R (P )

f ∈ R (P ) כי נניח השני, בכיוון
ε > 0 נקבע

∃Q : I − ε < S (f,Q) ≤ I
∃P : I < S (f, P ) ≤ I + ε

I − ε < S (f,Q) ≤ S (f, P ) ≤ I + ε

אז: F := P
◦
∩Q

I − ε < S (f,Q) ≤ S (f, F ) ≤ S (f, F ) ≤ S (f, P ) ≤ I + ε
0 ≤ S (f,R)− S (f,R) ≤ 2ε

f ∈ R (P )⇔ ∀ε > 0∃P : 0 ≤ S (f, P )− S (f, P ) < ε

משפט

f ∈ F (P ) אזי f ∈ C (P ) אם

הוכחה

.Pב במ״ש רציפה f קנטור משפט לפי ,ε > 0 נקבע
∃δ > 0 : ∀x, y ∈ P : ||x− y||∞ < δ ⇒ |f (x)− f (y)| < ε

P = [a1, b1]× ...× [an, bn]
max(bi−ai)

N < δ ש: כך טבעי N ניקח
max(bI−ai)

δ < N

∆
(s)
i = ai + s

N (bi − ai)
P =

{
∆

(i1)
1 × ...×∆

(in)
n

}
= {Pi}

|Mi −mi| < ε f|וגם (x)− f (y)| < ε −x||ולכן y||∞ < δ כי x, y ∈ Pi
Mi = sup

x∈Pi

f (x) = f (xmax) ,mi = inf
x∈Pi

f (x) = f (xmin)

S (f, P ) − S (f, P ) =
∑
iMiV (Pi) −

∑
imiV (Pi) =

∑
i (Mi −mi)V (Pi) < ε

∑
i V (Pi) =

εV (P )
∀ε > 0∃P : 0 ≤ S (f, P )− S (f, P ) < εV (P )

f ∈ R (P ) הקריטריון לפי ולכן

אפס ממידה קבוצות

∞∑הגדרה
i=1 V (Pi) < εו N ⊂

⋃n
i=1

◦
Pi ש כך קטעים, Pi ∀ε∃ {Pi}∞i=1 אם mesN = 0 .0 ממידה N ⊂ Rn

דוגמא

n = 1 : {rn}∞n=1 רציונלים
ε > 0 נקבע

Pn =
(
rn − ε

2n+1 , rn + ε
2n+1

)
Q ⊂

⋃∞
n=1 Pn∑∞

n=1
ε

2n = ε
קנטור. קבוצת היא דוגמא עוד
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לויןב״ה לבנימין שמורות הזכויות כל

הערה

קומפקטית: N אם
mesN = 0⇔ ∀ε > 0∃ {Pi}Mi=1 : N ⊂

⋃M
i=1 Pi,

∑m
i=1 V (Pi) < ε

למה

סופי. תת־כיסוי כולל N ⊂∞i=1 Pi כיסוי כל אז קומפקטית N

משפט

f ∈ R (P ) אזי ,mesN = 0 קומפקטית, קבוצה N עבור f ∈ C (P −N)ש נניח .f : P → R, |f (x)| < C

הוכחה

ε > 0 נקבע
.
∑M
i=1 V (Pi) < εש כך N ⊂ P1 ∪ ...PM קודמת מלמה

K := P −
(⋃M

i=1 Pi

)
ב נתבונן

קומפקטית. וסגורה, חסומה קבוצה K
במ״ש. רציפה f קנטור משפט לפי ולכן f ∈ C (K) ,{Pi}Mi=1 ב שמוכלת חלוקה P ′

∃δ > 0 : ||x− y|| < δ ⇒ |f (x)− f (y)| < ε
ש: כך P ′′ חלוקה בונים

∀P ′′i ⊂ K :

∣∣∣∣∣sup f (x)
Pi

− inf f (x)
Pi

∣∣∣∣∣ < ε

P ′′′ = P ′
◦
∩ P ′′

{Qj} = P ′′′ חלוקה מקבלים

∀Qj ∈ P ′′ : Qj
◦
∩ Pi 6= φ

במ״ש. רציפות לפי

∣∣∣∣∣sup f (x)
Qj

− inf f (x)
Qj

∣∣∣∣∣ < ε

S (f,P ′′′)− S (f,P ′′′) =∑M
i=1

(
supx∈Pi

f (x)− infx∈Pi
f (x)

)
V (Pi) +

∑
Qj∈P′′′

(
supx∈Qj

f (x)− infc∈Qj
f (x)

)
V (Qj)

|f (x)| ≤ C∣∣supx∈Pi
f (x)− infc∈Pi

f (x)
∣∣ ≤ 2C∑M

i=1

(
supx∈Pi

f (x)− infx∈Pi
f (x)

)
V (Pi) ≤ 2C

∑M
i=1 V (Pi) < 2cε .1∑

Qj∈P′′′

(
supx∈Qj

f (x)− infc∈Qj f (x)
)
V ol (Qj) ≤ εV ol (P ) .2

⇒
∣∣S − S∣∣ ≤ 2Cε+ εV ol (P )

.εמ קטן יוצא היה ε
2C+V ol(P ) לוקחים היינו אם כלומר

נפח

הגדרה

: (indicator) charactertic function קרקטריסטית פונקציה ,Ω ⊂ Rn תהי

χΩ (x) =

{
1 , x ∈ Ω

0 , x /∈ Ω

הגדרה

∃P : Ω ⊂ P חסומה: קבוצה Ω
χΩ ∈ R (P ) אם רימן) לפי (מדידה נפח בעלת Ω

´הגדרה
χΩ (x) dx := V ol (Ω) אז מדידה Ω אם
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